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6.1. PERSPECTIVIDADES Y PROYECTIVIDADES. 6-2. CONICAS PROPIAS. 6-3. LA DEFI* , 
NICION DE CHASLES-STEINER DE UNA CONICA PROPIA. 6.4. RECIPROCIDAD Y EL p! 
PRINCIPIO DE DUALIDAD. * 6.5. LA PROPIEDAD RESPECTO AL FOCO Y A LA DIREC- 
TRIZ. 6.6. PROYECCION ORTOGONAL. 


CONSIDERESE, POR UN MOMENTO, el problema con el que un | 
artista se enfrenta cuando intenta pintar un cuadro real de algún objeto. g 
Cuando el artista mira el objeto, los rayos de luz que parten de éste entran .■ 
en su ojo. Si se pusiera una pantalla transparente entre el ojo del artista || 
y el objeto, estos rayos de luz cortarian a la pantalla en una colección de 
puntos. Esta colección, que puede llamarse irnagen } o proyección, del objeto g 
sobre la pantalla, es la que el artista debe pintar en su papel o lienzo par a j 
que un observador de la pintura reciba la misma impresión de la forma del; 
objeto que recibiría cuando mirara directamente a éste. Como el p a P e ^ 
o el lienzo del artista no es una pantalla transparente., la tarea de dibujar; 
con exactitud la proyección deseada presenta un problema real al artista. . 
En un esfuerzo para producir cuadros más reales, muchos de los artistas 
y arquitectos del Renacimiento se interesaron profundamente en descubrir ^ 
las leyes formales que rigen ]a construcción de las proyecciones del objeto 
sobre una pantalla, y 5 en el siglo quince, varios de ellos crearon los ele $ 
mentos de una teoría fundamental de la perspectiva geométrica. 

La teoría de la perspectiva se extendió considerablemente a principi° s 
del siglo diecisiete por un pequeno grupo de matemáticos franceses, cu y 
animador fue Gérard Desargues, un ingeniero y arquitecto que nacio | 
murió en la misma ciudad alrededor de 1662. Itu 


Lyons en 1593 y 

por las necesidades crecientes de los artistas y arquitectos de crear 


una ^ 
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teoría más profunda de la perspectiva, Desargues publicó en París en 1639, 
un notable tratado original sobre las secciones cónicas en que aprovechó la 
idea de ía proyección. Pero este trabajo fue tan despreciado por la mayoría 
de los demás matemáticos de aquella época, que pronto se olvidó y todas 
las copias de la publicación desaparecieron. Dos siglos más tarde, cuando 
el geómetra francés Mîchel Ghasles (1793-1880) escribió una historia de la 
geometría, no tuvo modo de estimar el valor del trabajo de Desargues. Sin 
embargo, seis anos después, en 1845, Chasles tuvo la suerte de encontrar 
una copia manuscrita del tratado de Desargues, hecho por uno de sus 
seguidores, y desde aquella época el trabajo fue reconocido como uno de 
los clásicos en el desarrollo primitivo de la geometría proyectiva. 

Hay varias razones para el desprecio inicial del pequeno volumen de 
Desargues. Fue eclipsada por la más elástica geometría analítica introdu- 
cida por Descartes dos anos antes. Los geómetras generalmente o bien desa- 
rrollaban esta nueva herramienta poderosa o trataban de aplicar los infini- 
tesimales a la geometría. Además, desafortunadamente, Desargues adoptó 
un estilo y una terminología que eran tan excéntricas que opacaron su 
trabajo y desanimaron a otros de intentar adecuadamente la evaluación 
de sus realizaciones. 

La reintroducción de las consideraciones proyectivas a la geometría no 
ocurrió sino hasta finales del siglo dieciocho, cuando el gran geómetra 
francés Gaspard 'Monge (1746-1818) creó su geometría descriptiva. Esta 
ciencia, que contiene una forma de representar y analizar objetos tridimen- 
sionales por medio de sus proyecciones sobre ciertos planos, tuvo su origen 
en el proyecto de fortificaciones. Monge fue un maestro muy inspirado, y se 
reunía con él un grupo de brillantes estudiantes de geometría, entre los 
cuales se encontraban L. N. Carnot (1753-1823), Charles J. Brianchon 
(1785-1864) y Jean Victor Poncelet (1788-1867). 

E1 resurgimiento real de la geometría proyectiva fue impulsado por Pon- 
celet. Como prisionero de guerra ruso, cogido durante la retirada de Napo- 
lcón de Moscú, y sin libros a la mano, Poncelet planeó su gran obra sobre 
geometría proyectiva, que, después de su libertad y vuelta a Francia, publicó 

París en 1822.* Esta obra dio un ímpetu tremendo al estudio del tema 
e inició el llamado “gran período” de la historia de la geometría proyectiva. 
Luego entraron en el cainpo multitud de matemáticos, entre los cuales se 
cncontraron Gergonne, Brianchon, Chasles, Pliicker, Steiner, Staudt, Reye 
7 Cremona, grandes nombres de la historia de la geometría y, en particular, 
de la historia de la geometría proyectiva. 

E1 trabajo de Desargues y de Poncelet, y de sus seguidores, condujo 
a los geómetras a clasificar las propiedades 'geométricas en dos categorías: 

* Traité des propriétés projectives des figures . * 


Oeometría, I. — 18 . 
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las propiedades métricas, en las que intervienen las medidas cìe ìas distan* 
cias y de los ángulos ; y las propiedades descriptivas, en las que sólo se trata- 
la relación de las posiciones de los elementos geométricos entre si. E1 teo- 
rerna de Pitágoras, de que el cuadrado de ïa hipotenusa de un triángulo 
rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de sus dos catetos , es una 
propiedad métrica. Como ejemplo de una propiedad descriptiva. o de po- 
sición, podemos mencionar el notable teorema del “hexagrama místico” dc 
Blaise Pascal (o simplemente ; hexágono de Pascal), que hemos ya conside- 
rado para el caso de una circunferencia y que se inspiró en el trabajo de 
Desargues: Si un hexágono se inscribe en una cónica, entonces los puntos 
de intersección de los tres pares de lados opuestos son colineaies , y } recî - 
procamente, si los puntos de intersección de los tres pares de lados opuestos 
de un hexágono son colineales, entonces el hexágono está inscrito en una 
cónica . 

La distinción entre los dos tipos de propiedades geométricas ; al menos 
en el caso de figuras planas ; se aclaran más cuando se considera el hecho 
de que las propiedades descriptivas no se alteran cuando se somete la figura 
a una proyección, en tanto que las métricas pueden no verificarse va 
cuando se proyecta la figura. Así ; al proyectar de un plano a otro ; un trián- 
gulo rectángulo no sigue siendo necesariamente rectángulo, de modo que 
la relación pitagóríca no se verifica siempre en la figura proyectada; 
el teorema de Pitágoras es ; pues ; un teorema métrico. Por el contrano, 
en el caso del teorema de Pascal, un hexágono inscrito en una cónica se pro- 
yecta en un hexágono inscritó en una cónica y los puntos colineales se 
proyectan en puntos colineales y, en consecuencia ; el teorema se conseA r a; 
el teorema de Pascal es un teorema descriptivo. 

Muchas propiedades descriptivas se presentan en la forma aparente de 
propiedades métricas. Por ejemplo ; hemos visto (en el teoreina 2.4.7) q ue 
la relación anarmónica ( AB,CD) de cuatro puntos A, B, C, D de una 
recta no se altera cuando ésta se proyecta en otra y los cuatro puntos 
A'j B\ C f , D f . En otras palabras ; aunque las longitudes de los diversos 
segmentos correspondientes de las dos rectas no son necesariamente iguales 
unos a otros, sin embargo, las dos razones compuestas 

{A&ìUb') /{F5'IÏÏB f ) y {AC/CB)/(ÂD/DB), 

esto es ; las dos relaciones anarmónicas ( AB.CD) y (A'B',C f D f ) tienen el 
mismo valor y, por tanto ; la relación anarmónica de los cuatro puntos coh- 
neales es una propiedad descriptiva de ellos. 

E1 estudio de las propiedades descriptivas de las figuras geométricas se 
conoce como geometría proyectiva . 
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La geometría proyectiva ha creado una vasta rama de Ia geometría sin- 
gular y elegantemente desarrollada 5 y se ha convertido en básica para 
muchos estudios geométricos. Algunos de sus aspectos más elementales se 
examinarán en este capítulo; otros más profundos aparecerán en capítulos 
siguientes. Una definición más nítida del tema se dará a continuación. 

§ 1 / 6.1 Perspectividades y proyectividades. Sean tt y / (fig. 6 . 1 a) dos 
planos fijos 3 dados, no ideales, del espacio ilimitado^ y sea V un punto fijo 
dado que no esté ni en i r ni en n Como el espacio es ilimitado, tt y tt' 
son también planos ilimitados, y el punto V puede ser uno ordinario o bien 
uno ideal (o del infinito). Sea P un punto cualquiera., ordinario o ideal, 
del plano 7 r. Entonces, la recta VP cortará al plano tt' en un punto único., 
ordinario o ideal 3 P' de 7 En esta forma el plano ilimitado 7 r se mapea 
(0 proyecta) sobre el plano ilimitado 7 r'. En efecto, como los distintos pun- 



Fig. 6.1a 


tos de 7 r tienen distintas imágenes en 7 r', el mapeo (o proyección) es real- 
mente una transformación del conjunto de todos los puntos del plano 
dimitado 7 r sobre el conjunto de todos los puntos del plano ilimitado 7 r'. Los 
puntos que están en la recta de intersección de los planos, u y tt', son puntos 
mvariantes de la transformación. 

6,1.1 Definiciones. Una transformación como la que se acaba de 
describir se llama perspectividad, o una transformación perspectiva, y el 
punto V se llama centro de la perspectividad. Si V es un punto ordinario 
del espacio, la perspectividad se llama perspectividad central; si V es un 
punto ideal del espacio 3 la perspectividad se llama perspectividad paralela. 
La recta de intersección de tt y 7 r' se llama eje de perspectividad. La recta 
de 7 t (o de 7 t') que se mapea o proyecta en la recta del infinito de rr' (o de 
*) se llama recta límite o de fuga de ir (o de 7 r'). El punto en que una 
recta de tt (o de tt') corta a la recta de fuga de 7 r (o de V) se llama punto 
lírnite o de fuga de îa recta. ^ 
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Una perspectívidad que sea un producto de dos o más perspectividadesíl 
se llama proyectividad, o una transformación proyectiva . Por ejemplo 3 una 
perspectividad de centro V del plano i r sobre el plano 7t\ seguida de 
una perspectividad de centro W del plano tt' sobre el 7 t", es una proyectivi- 
dad del plano - sobre el 7 r". 

Es claro que los dos planos tt y tt' de una perspectividad deben consi- 
dcrarse como planos ilimitados, porque, en caso contrario, la corresponden- | 
cia entre los puntos de dos planos podría no ser biunívoca. Por este inotivo, 
un plano ilimitado se llama a menudo plano proyectivo. 

Se ve fácilmente que una proyectividad transforma una recta en una 
recta. La siguiente situación especial es muy útil. 



Fig. 6.1b 


6.1.2 Teorema. Si 7 ? es un plano dado , ì una recta dada de tt, V un 
punto dado que no esté en tt, entonces existe un plano tt' tal que la pers- 
pectividad de centro V transforma la rectd 1 de tt en la recta del infmito 
de 7 r'. 

Elíjase para 7 r' (fig. 6.1b) un plano paralelo al plano determinado por 
V y l (pero no coincidente con él). Entonces es claro que la recta que une V 
con un punto P de / será paralela al plano 7 r' ; esto es, cortará a tt' en e 
infinito. 

6.1.3 Definición. La operación de seleccionar un centro de perspec- 

tividad, V, y un plano, adecuados, de modo que una recta dada l de un 
plano dado tt se mapee o proyecte en la recta del infinito de 7 / se llama 
proyectar la recta dada al infinito . 3 

La operación de proyectar una recta dada al infinito puede a menu 
simplificar mucho la demostración de un teorema. Damos algunos ejempl° s J 
el lector deberá observar la aplicación del procedimiento transformat-reso^ 
ver-invertir. Estableceremos primero una de las propiedades armónicas 
un cua.drivértice completo. 


* 

m 


m 
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6.1.4 Teorema. Sea PQRS (fig. 6.1ci) un cuadrivértice completo y 
supongamos que PQ y SR se cortan en A. PR y SQ en B, PS y QR en C, 
AB y PS en D. Entonces, (PS 5 DC) — — 1. 

Proyéctese la recta AC al infinito. Entonces, P'Q'R'S' (fig. 6.1c 2 ) es 
un paralelogramo y D' es el punto medio de P'S'. Como C' está en el infi- 


nito, tenemos (P SQD C ) ~ — 1. De 


A 



Fig. 6.1c 3 


donde se deduce el teorema. 


A' 

- 1 ---^---’N 



6.1.5 Teorema. Si las tres rectas UPiP- 2 , UQiQ 2; URiR 2 (fig. 6.1di) 
cortan a las dos rectas OXi y OX 2 en Pi, Qi, Ri y P 2 , Qs, R 2 5 respectiva- 
Tnente , entonces y Jos puntos de intersección de QiR 2 y Q2R1, R1P2 y R^Pi? 
PiQ 2 y P 0 Q 1 soiìr.jcolineales en una recta que pasa por el punto O. 




Proyéctese la linea OU al infinito. La figura proyectada aparece en la 
^dd. 2? donde P'JP'z, Q'iQ'z, R'iR '2 son todas paralelas y P'iQ'iR'i y 
^zQ' 2 R '.2 son paralelas. Es claro que los puntos de intersección de Q'iR '2 
y Q'^R'i, R\P'z y R\P' i, P'iQ'z y P'zQ'i son colineales en una recta 
paralela a las P'iQ'iR'i y P'^Q'^R' 2 (están en una recta que se halla a la 
mitad de la distancia entre las P'iQ'iR'i y JP' 2 Q' 2 R' 2 ) ^ Se deduce que los 
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puntos correspondientes de la figura original son colineales en una recta 
que pasa por el punto O. 

6.1.6 Teorema de los dos triángulos de Desargues. Los triángulos 
copolares de un plano son coaxiales, y viceversa . 

Sean Ios dos triángulos (fig. 6.1e) A^B^C^ y AoB 2 C 2 , y supongamos que 
B X C X y BnC -2 se cortan en L, CiA ± y C 2 A 2 en M> y A^B^ y A 2 B 2 en N. 

Supongamos que A^Ao, B-Jd^ CJC 2 son concurrentes en un punto 0. 
Proyéctcse la recta MN al infinito. Entonces, A\B\ y A\B\ son paralelas, 
y A\C\ y A' 2 C\ también lo son. Se deduce que O r B\/0'B\'~ O f A r JO*Â! z 
— O'C/ JO'C 2 > de donde B r JC\ y B' 2 C r 2 son también paralelas. Esto es, 
las intersecciones de los lados correspondientes de los triángulos A f LB f AG\ 
y A'oB'oC'o son colineales (en la recta del infinito). Se desprende que las 
intersecciones de los lados correspondientes de los triángulos AJdJC^ y 
AoBoCo son colineales. Esto es> los triángulos copolares de un plano son 
coaxiales. 


0 



Fig. 6.1e 

Supongamos ahora que L, M , N son colineales. Proyéctese la recta LMN 
al infinito. Entonces, los dos triángulos A\B r 1 C\ y A\B r 2 C\ tienen sus 
lados correspondientes paralelos y,, en consecuencia., ison homotéticos entre 
sì } en tanto que ^T^T, B' 1 B r 2> C\C r 2 son concurrentes en un punto 0 * 
Se deduce que A t A 2) B x B 2í CiC 2 son concurrentes en un punto O. Esto es, 
los triángulos coaxiales de un plano son copolares. 

6.1.7 Teorema. Hay una perspectividad que transporta un trìángulo 
dado ABC y un punto dado G de su plano (pero no en un lado del tnuTi' 
gulo) a un iriángulo A'B'C' y su centroide G'. 
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Sean AG, BG, CG (fig. 6.1f) tales que corten a los lados opuestos BC ' 9 
CA , AB en los puntos D, E 3 F. Entonces, los triángulos DEF y ABC son 
copolares y. en consecuencia. también coaxiales. Èsto es 3 los puntos L 5 
N de intersección de EF y BC) FD y CÁ, DE y AB son colineales. Por el 
teorema 6.1.4 3 (BC>DL) = — 1. Proyéctese la recta LMN al infinito. En- 
tonces, D ' es el punto medio de B'C'. Análogamentej E' y F' son los puntos 


A 



Fig. 6.1 f 

medios de C'Á' y Á'B\ respectivamente. Se desprende que G' es el centroide 
del triángulo A'B'C'. 

Si AD } BÈỳ CF son rectas cevianas concurrentes de un triángulo ABC> 
el teorema de Cfeva establece que 

(BD){CE)(lF) __ 

(DC)(EA)(FB) 

E1 primer miembro de esta ecuación es la razón de un producto de ciertos 
segmentos al producto de otros segmentos, y esta razón de productos de seg- 
tnentos tiene las dos siguientes propiedades interesantes: 

1) Si sustituimos BD por B X D, y tratamos análogamente todos los 
demás segmentos que aparecen, y luego consideramos la expresión resul- 
tante como una algebraica de las letras B, D, etc. ; estas letras pueden todas 
cancelarse o suprimirse entre sí. 

2) Si sustituimos BD por una letra 5 digamos a } que representa la recta 
cn la que se halla el segmento y 3 análogamente 5 tratamos todos los demás 
segmentos que aparecen, y luego consideramos la expresión resultante como 
tma algebraica de las letras a } etc., éstas pueden cancelarse. 

6.1.8 Definición. Una razón de un producto de segmentos a otro 
producto de ellos, donde todos los segmehtos están en un plano, se llama 
una expresión -h si tiene las propiedades 1) y 2) descritas antes. 
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6.1.9 Teorema. El valor de una expresión-h. es invariante ante cual 
quier proyectividad. 

Es suficiente demostrar que una expresión-/z dada tiene un valor que 
es invariante ante una perspectividad arbitraria. Sea V el centro de una 
perspectividad y sea AB uno cualquiera de los segmentos que aparecen 
en la expresión-/i. Designemos por p la distancia de V a AB. Entonces, 

pAB = (VA) ( VB) sen ÂVB, 

porque cada miembro es doble del área del AB . Se deduce que 
ÂB = {(VA) (VB) sen ÂVB]/p. 

Sustitúyase cada segmento AB de la expresión-4 por [(VA) (VB) sen 
AVB]/p. Gomo la propiedad (1) anterior se verifica, VA, VB , etc. ? se can- 
celan; como la propiedad (2) anterior se verifica, p, etc. se cancelan. Nos 
queda una expresión que sólo contiene los senos, sen AVB, etc. Ahora bien } 
como <AVB — <A'VB' } etc. ? la misma relación que se verific.a entre 
los senos s çxiAVB, etc., se cumple entre Jos senos sen A'VB', etc. La intro- 
ducción de los factores VÁ', VB', p', etc., nos conduce, por inversión de 
las cancelaciones anteriores, a la misma relación entre los segmentos A'B\ 
etc., que se dio entre los segmentos AB , etc. 

E1 lector observará que el procedimiento empleado en la demostracion 
anterior es esencialmente de la forma en que demostramos, en el artículo 
2.4, que la relación anarmónica de cuatro puntos colineales es invariante 
ante una perspectividad. 

6.1.10 Teorema de Ceva. Si AD, BE, GF son rectas cevianas concu - 
rrentes de un triángulo ABC, entonces, 

(BD)(CÊ)(AF) 

(1) (DC)(ÊÂ) (FB) _ +L 

La expresión del primer miembro de (1) es una expresión-A y, P or 
consiguiente (por el teorema 6.1.9), es de valor invariante ante la proyec- 
ción. Por el teorema 6.1.7, hay una perspectividad que transforma al trian- 
gulo ABC y al punto G de concurrencia de las tres cevianas e n un trián gulo 
A'B'C' y su centroide G'. Luego, W15'jWc' = CE'jWl' = A'F'/F'B' = 1 
y evidentemente, 


(B'D') (C'E') (A'F ') 

(Jŷc') (Ta') (Fb') 

De donde se desprende el teorema. 


= +1. 
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6.1.11 Teorema de Menelao. ■ Si D, E, F son puntos de Menelao 
% colineales que están en los lados BC, CA ; AB de un triángulo ABC ? entonces, 

(BD)(CÊ)(ÂF) 

(1) (DC)(ÊA)(FB) " ' 

La expresión del primer miembro de (1) es una expresión-/z y, por 
consiguiente (por el teorema 6.1.9) 5 de valor invariante ante la proyección. 
Proyéctese la recta DEF al infinito. Entonces B'D'/D'C' = C'E'/E'A' = 
A'F'/F'B' = — 1 y, evidentemente, 

{¥d')(ce')(Ff') 

{Wc')(Wa')(fb') " L 

De donde se desprende el teorema. 


Fig. 6.1g 



Concluiremos el artículo dando otra demostración proyectiva del teore- 
nia de los dos triángulos de Desargues y una demostración de un teorema 
debido a Pappus. Este último es una generalización del 6.1.5, y es un caso 
de un teorema descriptivo que era conocido })or los antiguos gricgos. En el 
Capítulo VIII veremos que el teorema de Pappus y el de los dos trián- 
gulos de Desargues, son muy importantes en el estudio de los fundamentos 
de la geometría proyectiva. 


6.1.12 Teorema de los dos triangulos de Desargues. Los triángu - 
los copolares (en el espacio o en el plano) son coaxiales 3 y viceversa. 

á) Sean los dos triángulos ABC y A'B'C' y supongamos que están en 
distintos planos ir y tt', respectivamente (fig. 6.1g). Así mismo, supongamos 
que AA', BB', CC' concurren en un punto O. Entonces BC y B'C' son co~ 
planares y, por consiguiente, se cortan en yn punto L. Análogamente, CA 
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y C'Á' son coplanares y, por tanto^ se cortan en nn punto M, y AB v A'B r 
son coplanares v, cn consecuencia, se cortan en un punto N . Los puntos 
L y M, N, cstán entonces en ambos planos 7 r y tt', y, por consiguiente, en la 
recta de intersección de estos dos planos. Esto es 5 los triángulos copolares 
en distintos planos son coaxiales. El recíproco se deduce invirtiendo el ar- 
gumento antcrior. 

b) Supongamos ahora que los dos planos, tt y -rr' coinciden, y (fig. 6 .Ìh) 
que los puntos L, M, N de intersección de BC y B'C', CA y C'A', AB y A'B f 
son colincalcs cn una rccta l dc 77. Sea Tr.i un plano distinto del tt y que 
pase por l, sca P un punto que no csté en 7 r ni en tti, y supongamos que PÁ', 
PB', PC' cortcn a 77 2 cn A x , B h C l9 respectivamente. Entonces B ly C 1} B', C', 



('ig. G.lh 

son coplanarcs, romo tambicn lo son C 1} A 1} C', A' y A 1} B 1} A', B, V 
vemos cjuc BC, B'C' , B.C, sc cortan cn L; CA, C/A ', C^A/cn M ;• AB, A'B' . 

cn À'\ Por tanto, los dos triángulos AiBtCt y son coaxiales }> 

por consiguicntc, por la parte a), copolarcs. Esto es, AA U BB 1} CC 1 con- 
cuiTcn cn un punto Q. Su]>ongamos que Q.P corta a ?r en un punto 0- 
Entonces, A, A', O cstán todos en cl plano dctenninado por PÁ^A' y 
Se dcducc cjue AA' pasa por O. Análogamente, BB' y CC' pasan por 0,J 
los triángulos ABC y A'B'C' son copolares. El recíproco se obticne nph' 
cando lo anterior a los triángulos AA'M y BB'L . 

6.1.13 Teorema dk Pappus. Si los vcrtices 1, 2, 3, 4, 5, 6 de un hexâ 
gono 123456 estdn alternativainentc en un par de. rectas, entonces , lcs t reS 
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intersecciones P ; Q, R de los lados opnestos 23 y 56 3 45 y 12, 61 y 34 del 
hexágono son colineales (fig. 6.1Ì!). 

Proyéctese la recta PQ al infinito y supóngase que la intersección O de 
las rectas 135 y 246 no está en PQ. Entonces l', 3', 5' son colineales; 2', 
4', 6' son colineales; O' es un punto finito; 2'3' es paralela a 5'6'. y 4'5' es 
paralela a 1'2'. Tenemos que demostrar que 6'1' es paralela a 3'4'. Ahora 
bien (fig. 6.1i 2 ), como 2'3' es paralela a 5'6' y 4'5' es paralela a 1'2', 

ÔT'/OT - CFS'/Cŷï' y (FY/CFò' = ÔV/Ô*. 

Se deduce que 0'6'/0'1' = 0'4'/0'3' y 6'1' es paralela a 3'4'. 




Si O está en PQ, entonces las rcctas 1'3'5' y 2'4'6' son paralelas. Pcro 
cntonces, P5' - T4' y T3' = ÏÏ2'. Se deduce quc V3 '’ - 6H' y quc 6'1' 
es paralela a 3'4'. 

PROBLEMAS 

6.1- 1 a) Demuéstrese qtie una proyectividad transforrna una recta 
a otra recta. 

b) Demuéstrese que ante una perspcctividad una recta y su imagen 
s c cortan en el eje de perspectividacl. 

6.1- 2 a) Dcmuéstrese que ante una perspcctividad, el ángulo for- 
] nado por jas imágenes, m! y n', cìe dos rectas m y n cualesquiera es igual 
a l ángulo que los puntos cle fuga dc m y n subtienden en el ccntro V de 
pcrspectividadj o sca, al ángulo con que son vistos desde éstc. 

b) Demuéstresc que ante una pcrspcctividad, todos los ángulos cuyos 
btdos ticncn los mismos puntos dc fuga se rhapcan o proyectan en ángulos 
igcales. 
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6.1- 3 a) Se da un plano tt que contenga una recta l y dos ángulosì 
ABC y DEF estando A } C } D, F sobre l en el orden A, D ; C, F. Demués* -î 
trese que existe una perspectividad que proyecta l al infinito y los ángulos 1 
ABC y DEF en ángulos de magnitudes dadas a v fi, respectÌN*amente. 

b) ,;Deben los segmentos AC y DF de la parte aì dividirse entre sí?: 

6.1- 4 Demuéstrese que existe una perspectividad que proyecta un 
cuadrilátero dado, ABCD, en un cuadrado. 

6.1- 5 Demuéstrese que la razón anarmónica de un haz de c.uatro rec- 
tas coplanares distintas se conserva en la proyección. 

6.1- 6 Demuéstrese que en una perspectividad que transporta un pla- 
no t r a otro no paralelo tt' hay en cada plano exactamente dos puntos tales 
que todo ángulo en uno u otro de ellos se proyec.ta en otro ángulo igual. 
(Estos puntos se llaman isocentros de la perspectividad.) 

6.1- 7 Demuéstrese que en una perspectividad que transforma un 
plano t r cn otro no paralelo tt' hay en cada plano, además del eje de pers- 
pectividad, una recta cuyos segmentos se proyectan en segmentos iguales. 
(Estas rectas se llaman isolíneas de la perspectividaci.) 

6.1- 8 Las rectas VAA\ VBB\ VGC' cortan a otras dos, OX y OYy 
en A y A', B y B', C y C\ respcctivamente. AB' v A'C se cortan en F: A'B 
y AC/ se cortan cn Q,. Demuéstrcse que ìa recta PQ pasa por V. 

6.1- 9 Philippe cle la Hire (1640-1718Ì, alumno de Desargues, inventó 
el siguiente mapeo, o transformación, interesante dc un plano sobre sí mis- 
mo. Sean a y b dos rectas paralelas dadas y O un punto en su plano. Sea P 
un punto arbitrario del plano y por P trácese una recta que cortc. a cn A 
y a b en B. Entonces, la imagen P' de P se considcra que es la intersección 
con PO de la paralela a AO que pasa por B. 

a) Demuéstrese que P ' es independiente de la recta particular PAB 
([ue })asa ))or P utili/.ada para determinarlo. 


b) 

c ) 

d) 

e) 

a y b? 

f) 

g) 
b) 
i) 

a y b 


( * : En cjué se mapca o transforma la recta a ? 

^En qué se mapca la rccta b? 

éEn que se mapea una rccta paralcla a las a y b? 

^En c]ue se nìapea una recta que pase por O paralda a las rcctas .• 


,;En qué se inapea la recta en el infinito? 

Demuéstrcse que todas las rectas se mapean cn rectas. 
^Dónde debemos tomar la imagen de O? 

Generalícese el mapeo de Hire a la situación cn quc las rectas 
no necesiten ser paralelas. 

6.1-10 Si los lados de un hexágono 123456 pasan aiternativamente 
})or dos puntos fijos P y Q, demuéstrese que las tres diagonalcs q ue unen 
los pares opuestos de vérticcs del hexágono son concurrentcs. 
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6.1- 11 Si P, Q, R son tres puntos de los lados BC, CA, AB, respecti- 
vamente 3 de un triángulo ABC, demuéstrese que (BP / PC) (CQ/QA) 
( AR/RB) es de valor invariante ante la proyección. 

6.1- 12 En el cuadrivértice completo ABCD, una transversal corta 
a los lados AB y CD en M y M f , a los lados BC y AD en N y N', y a los 
lados AC y BD en P y P'. Demuéstrese que 

(MN) (MN') / (MP) (MP f ) = (NPN) (MN') / (FPP) (MT'). 

6.2 Cónicas propias. Comenzaremos por establecer informalmente va- 
rias definiciones que muy probablemente ya son familiares al lector. 

Un cono circular (fig. 6.2a) es una superficie generada por una recta 
que se mueve de modo que siempre corte a una circunferencia dada 5 c, y 



Fig. 6.2a 

pase por un punto fijo 3 V, que no está en el plano de la circunferencia. 
En cada una de sus posiciones, la recta engendradora se llama generatriz 
del cono; el punto fijo se llama vértice del mismo. E1 vértice divide cada 
generatriz en dos semirrectas y al cono en dos hojas^ cada una de las cuales 
se genera por una de las semirrectas. Si la reçta que une el vértice con el 
centro de la circunferencia dada es perpendicular al plano de ésta 5 el cono 
s e llama cono circular recto; en caso contrario, se llama cono circular 
oblicuo . 

Las curvas llamadas parábolas^ elipses e hipérbolas reciben su nombre 
debido a Apolonio 5 quien las investigó como ciertas secciones planas de 
conos circulares rectos y oblicuos. Como estâs curvas son intersecciones 
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de conos circulares por planos, son ejemplos de secciones cónicas, o simplc- j 
mente 5 cónicas. Si el plano que corta el cono no pasa por su vértice, laÉ 
sección es una cónica propia. Una parábola. es una cónica propia cuyo j 
plano de sección es paralelo a una y sólo a una generatriz del cono; una j 
elipse (incluyendo una circunferencia como caso especialj es una cónical 
propia cuyo plano de sección corta todas las generatrices de una hoja del 3 
cono; una hipérbola es una cónica propia cuyo plano de sección se coría 
en ambas hojas del mismo. La figura 6.2b ilustra un cono circular rectoj 
seccionado para que dé una parábola 5 p> una elipse, e y una hipérbola, //. ï 



Fjg. 6.2b 


En el espacio ordinario 5 una parábola es evidentemente una curva • 
cerrada de un solo trazo; una elipse es una curva cerrada de un solo trazo, 
una hipérbola es una curva no cerrada de dos trazos. En el espacio ihmi' 
tado 5 cada curva es de un trazo y cerrada. 

Como una cónica propia es una sección de un cono circular 5 cuyo pi an0 j 
de sección no pasa por el vértice 5 se deduce que una cónica propia es l a 
imagen de una circunferencia ante una perspectividad. Por consiguiente, 
cualquier propiedad de una circunferencia que es descriptiva 5 esto es 5 q ue 
no se altera por la proyección, puede transferirse inmediatamente a la cónic a - 
En esta forma obtenemos la siguiente sucesión de teoremas respecto a l aS | 
cónicas. 

6.2.1 Teorema. Una recta que esté en el plano de una cónica pr<>P iù l 
cortará a ésta en dos puntos, será tangente a ella o no la cortará. 
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6.2.2 Teorema. Sólo hay una. recta tangente a una cónica propia en 
cada punto de ésta. 

6.2.3 Teorema. Una cónica propia divide a su plano 3 aparte de la 
propia cónica, en dos regiones tales que desde un punto de una de las regio - 
nes se puedan trazar dos recias tangentes a la cónica 3 y desde un punto de 
la otra región no se pueda trazar ninguna recta tangente a la cónica. 

6.2.4 Definiciones. Las dos regiones mencionadas en el teorema 
6.2.3 se llaman, respectivamente, el exterior y el interior de la cónica propia. 

I :f- 6.2.5 Teorema. Si una recta variable que pasa. por un punto dado, P ; 
del plano de una cónica propia, c ; corta a ésta s los conjugados armónicos del 
punto con respecto a las intersecciones de la recta con la cónica están todos 
en una recta p. (Véase el corolario 3.6.8.) 

v, 6.2.6 Definiciones. La recta p del teorema 6.2.5 se llama polar del 
punto P respecto a la cónica c, y el punto P se Ilama polo de la recta p 
respecto a la cónica c. 

6.2.7 Teorema. 1) La polar de un punto respecto a una cónica pro - 
pia corta a ésta s es tangente a ella en dicho punto s o no la corta, según que 
d punto esté en el exterior de la cónica 3 sobre ella o en su interior. 2) Si 
un punto P es exterior a una cónica propia 9 entonces su polar respecto a 
ella pasa por los puntos de contacto de las tangentes a la cónica desde el 
punto P. (Véase el teorema 3.6.2.) 

6.2.8 Teorema. 1) Si s respecto a una cónica propia dada. s la polar de 
? pasa por Q ; entonces la polar de Q pasa por P. 2) Si 3 respecto a una 
cónica propia dada 3 el polo de la recta p está en la recta q ; entonces el polo 
de q está en p. 3) Si 3 respecto a una cónica propia dada 3 P y Q son los 
polos de p y q ; entonces el polo de la recta PO es el punto de intersección 

v §Êy e P y T (Véase el teorema 3.6.3.) 

|| v 6.2.9 Definiciones. Dos puntos tales que cada uno esté en Ia polar 
, 6el otro ; respecto a una cónica propia dada ; se llaman puntos conjugados 
re specto a la cónica; dos rectas tales que cada una pase por el polo de la 
respecto a una cónica propia dada ; se Ilaman rectas conjugadas 
re specto a la cónica. 

6.2.10 Teorema. Respecto a una cónica propia dada: 1) Todo 
f punto de una recta tiene su conjugado en ella . 2) Toda recta que pase por 

punto tiene una conjugada que pasa por , el punto. 3) De dos puntos 
c onjugados distintos sobre una recta que cort'e a la cónica 3 uno está en el 
l7 itenor y el otro en el exterior de la cónica. 4) De dos rectas conjugadas 
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distintas que se corten en el exterior de la cónica, una cortará a la cónicÌ 
y la otra no la cortará . 5) Un punto de la cónica es conjugado de todoỳ 
los puntos de la tangente a ella en el punto. 6) Una tangente a la cónicí 
es conjugada de todas las rectas que pasen por su punto de contacto con íi 
cónica . (Véase el teorema 3.6.6.) 

6.2.11 Teorema. Sij respecto a una cónica propia dada } dos punto, 
conjugados están en una recta que corta a la cónica, estarán separaà% 
armónicamente por los puntos de intersección. (Véase el teorema 3.6.7.) 

6.2.12 Teorema. Si } respecto a una cónica propia dada } dos recta^ 
conjugadas se cortan exteriormente a la cónica, estarán separadas armònì 
camente por las tangentes a la cónica desde su punto de intersección. (Véa|| 
el teorema 3.6.9.) 



Fig. 6.2c 

6.2.13 Teorema. Si A, B 3 C, D son cuatro puntos colineales distintos,^ 

y a 5 h, c, d son sus polares respecto a una cónica propia dada, entonc ^ 
(AB,CD) — (ab 3 cd). (Véase el teorema 3.6.10.) ìS 

6.2.14 Teorema. Si ABCD es un cuadriuértice completo inscrito & ; 
una cónica propia } entonces todo punto áiagonal del cuadrivértice es el 
respecto a la cónica, de la recta determinada por los otros dos puntos ^|g 
gonales. (Véase el teorema 3.6.12.) 

6.2.15 El teorema generalizado de la mariposa. Sea O (fíg- 

el punto medio de una cuerda dada } RS^ de una cónica propia c 1? ' t ra ^ 
otras cuerdas, TU y VW, por O, y supongamos que una cónica c 2 Q ue r ■ I 
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por Uj V, T, W corte a la cuerda dada en E y F. Entonces, O es el punto 
medio de EF. 

Supongamos que MN, la polar de O respecto a la cónica c l3 corte a Tí/ 
en M y a VW en N. Entonces, como ( VW,ON) = ( TU,OM ) = -1 3 
J/N también es la polar de O respecto a la cónica c 2 * Además., es para- 
lela a puesto que (RS,0 oo) = — 1. Por consiguiente, (£F 5 Ooo) = —1 
y 0 es el punto medio de (Véase el teorema 3.6.13.) 

6.2.16 Teorema de Pascal. Si un hexágono (no necesariamente con- 
vexo) se inscribe en una cónica propia, los tres puntos de intersección de 
los pares de lados opuestos del hexágono son colineaies. (Véase el teore- 
ma 3.6.10.) 

6.2.17 Teorema de Brianchon. Si un hexágono (no necesariamente 
convexo) está circunscrito a una cónica propia 9 las tres rectas que unen los 
pares de vêrtices opuestos del hexágono son concurrentes. (Véase el teore- 
ma 3.6.11.) 

6.2.18 Teorema de Chasles. Sean A, B, C, D cuatro puntos distin- 
tos de una cónica propia y supongamos que las tangentes a la cónica en 



Fig. 6.2d 

'A, Bj C 5 D corten a una tangente fija, t 3 a la cónica en los puntos A', B', 
G', D'j respectivamente. Entonces , si O es un punto de la cónica 0(AB 5 CD) 
— (A'B'jC'D'). 

Como el teorema es proyectivo 5 basta establecerlo para el caso en que 
cónica propia sea una cîrcunferencia. Sea K el centro de la circunferen- 
(fig. 6.2d) y T el punto de contacto de la tangente t. Entonces <A'KT 
^ ï<AKT = <AOT. Se deduce que los haces O(ABCD) y K(A'B'C'D') 
son congruentes y 0(AB,CD) = K(A'B\C'D') = (A'B'.C'D'). 

6.2.19 Teorema de Carnot. Si (fíg. 6.2e) los lados BC, CA, AB 
de un triángulo ABC cortan a una cónica propia en los puntos Ai y A 2 , 


Ceometría, I.—19. 
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B x y B 2j Gi y C 2j respectivamente, entonces 

(1) (AGi) (ÂC 2 ) (BÂi) (BA 2 ) (CBO (CB a ) - 

(ABO (AB 2 ) (BC a ) (ÏÏC 2 ) (CAi) (CA 2 ). 

Supondremos que ninguno de los puntos de intersección sea ideal m 
vértice del triángulo. Entonces el primer miembro de (1) dividido por el 
segundo de (1) es una expresión-A y, por tanto (por el teorema 6.1.9), es 
de valor invariante ante la proyección. Por la definición de una cónica pro- 


B 



Fig. 6.2e 

pia, hay una perspectividad que transforma la cónica en una circunferencia. 
Ahora bien, la relación (1) se verifica para una circunferencia, porque 
(A'C\) (A'C'z) — (A'B\) (A'B' 2 ), etc. En consecuencia, la expresión-/í 
tiene el valor +1 3 y se deduce el teorema. 

PROBLEMAS 

6.2- 1 Si PQ es una cuerda de una cónica propia, U un punto de la 
recta PQ, y V el punto en que la polar de U respecto a la cónica corta a 
la recta PQ, demuéstrese que \/PV + 1 /QV — constante. 

6.2- 2 TP y TQ son tangentes a una cónica propia en P y Q, Y ^ 
bisectriz del ángulo PTQ corta a la cuerda PQ en U. RUR' es una cuerda 
que pasa por U. Demuéstrese que TU es bisectriz del ángulo RTR '. 

6.2- 3 Sean A, B, C tres puntos de una cónica propia, CT la tangente 
a la cónica en C, y CD tal que C(TD,AB) *= — 1. Demuéstrese que CD 
pasa por el polo de AB. 

6.2- 4 TP y TQ son tangentes a una cónica propia en P y Q. La tan- 
gente en el punto R de la cónica corta a TP, TQ, PQ en L, M, N, respec- 
tivamente. Demuéstrese que (LM,RN) = — 1. 
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6.2- 5 Se traza una cuerda PQ por el punto medio U de una cuerda AB 
de una cónica propia. Si las tangentes en P y Q cortan a AB en L y M, 
demuéstrese que U es el punto medio de LM. 

6.2- 6 TP y TQ son tangentes a una cónica propia en P y Q. Una 
tangente a la cónica paralela a PQ corta a TP y TQ en M y N, respectiva- 
mente^ y es tangente a la cónica en R. Demuéstrese que R es el punto 
medio de MN. 

6.2- 7 A, B } C 3 D son cuatro puntos de una cónica propiaj AB y CD 
se cortan en R; AC y BD se cortan en S; las tangentes a la cónica en A y 
D se cortan en T . Demuéstrese que R, S, T son colineales. 

6.2- 8 a) Demuéstrese que una parábola es tangente a la recta del 
infinito. 

b) Demuéstrese que no hay dos tangentes a una parábola que sean 
paralelas. 

c) TP y TQ son tangentes a la parábola en P y Q; TV biseca a PQ en 
V v corta a la parábola en R. Demuéstrese que R es el punto medio de TV. 

d) Demuéstrese que ìa recta que está a la mitad de la distancia entre 
un punto y su polar, respecto a una parábola, es tangente a la parábola. 

e) Demuéstrese que las rectas que unen los puntos medios de los 
lados de un triángulo, que es autoconjugado respecto a una parábola, son 
tangentes a la parábola. 

6.2- 9 Definiii\QS que el centro de una cónica propia es el polo ? respecto 
a la c.ónica, de la recta del infinito. Demuéstrese lo siguiente: 

a) E1 centro de una parábola está en el infinito. 

b) E1 centro de una hipérbola es un punto ordinario que está en el 

exterior de la curva. 

c) E1 centro de una elipse es un punto ordinario que está en el intc- 
rior de la curva. 

Las hipérbolas y las elipses se lìaman cónicas centrales. 

d) E1 centro de una cónica central biseca a todas sus cuerdas dc la 
misma que pasan por él, y, por tanto, es un centro de simetría de la cónica. 

e) Todas las cónicas propias circunscritas a un paralelogramo tienen 
sus centros en el centro de éste. 

f) Si C es el centro de una cónica central^ TP y TQ son tangentes 

a la cónica en P y Q, y CT corta a PQ en V y a la cónica en U, entonces 

(cv)(ct) = ( cuy . 

6.2- íO E1 lugar geométrico de los puntos medios de una familia de 
cuerdas paralelas de una cónica propia se llama diámetro de la cónica. 
Demuéstrcse lo siguiente: 

a) Los diámetros de una cónica propia' son rectas. 

b) T’odos los diámetros de una cónica central pasari por el centro. 
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c) Todos los diámetros de una parábola son paralelos. 

d) Las tangentes en los extremos de un diámetro de una cónica cen- 
tral son paralelas a las cuerdas que biseca el diámetro. 

e) Si las tangentes en los extremos de una cuerda de una cónica cen- 
tral son paraleîas, la cuerda es un diámetro de la cónica. 

f) Dos cuerdas de una cónica central que se bisecan son diámetros 
de la cónica. 

6.2- 11 Dos diámetros de una cónica central que sean rectas conju- 
jadas, respecto a la cónica 5 se dice que son un par de diámetros conjugados 
de la cónica. Demuéstrese lo siguiente: 

a) Cada uno de los dos diámetros conjugados de una cónica central 
biseca las cuerdas paralelamente al otro. 

b) Las diagonales de un paralelogramo circunscrito a una cónica 
central son diámetros conjugados de ella; los puntos de contacto son los 
vértices de un paraìelogramo cuyos diámetros son paralelos a las diago- 
nales anteriores. 

c) Si cada diámetro de una cónica central es perpendicular a su 
diámetro conjugado, la cónica es una cirçunferencia. 

6.2- 12 Las tangentes a una hipérbola desde su centro se Ilaman 
asíntotas de la hipérbola. Demuéstrese lo siguiente: 

a) Las asíntotas de una hipérbola separan armónicamente a todo 
par de diámetros conjugados de ella. 

b) Supongamos que una recta corta a una hipérbola en Q y Q', y a 
sus asíntotas en R y R'. Entonces^ RQ — Q'R' . 

c) La parte de una tangente a Ia hipérbola interceptada por las asín- 
totas de ésta es bisecada por su punto de contacto. 

6.2- 13 Con regla únicamente: a) trácense las tangentes a una cónica 
propia desde un punto dado que está en el exterior de ésta. b) Trácese la 
tangente a una cónica propia en un punto dado de ella. 

6.2- 14 a) Si un pentágono 12345 está inscrito en una cónica propia, 
demuéstrese que los pares de rectas 12, 45; 23, 51; 34 y la tangente en 1, 
se cortan en tres puntos colineales. 

b) Demuéstrese que los pares de lados opuestos de un cuadrángulo 
(o cuadrivértice) inscrito en una cónica propia, junto con los pares de tan- 
gentes en vértices opuestos, se cortan en cuatro puntos colineales. 

c) Demuéstrese que si un triángulo está inscrito en una cónica propi 
entonces las tangentes en los vértices cortan a los lados opuestos en tres 
puntos colineales, 

6.2- 15 a) Si un pentágono ABCDE está circunscrito a una cónica p ï°° 
pia, y F es el punto de contacto del lado AB , demuéstrese que BE, CA , 
son concurrentes. 



LA DEFINICION DE CHASLES-STEINER 


293 


b) Demuéstrese que Ias rectas que unen los puntos de contacto de 
pares de lados opuestos de un cuadrilátero circunscrito á una cónica propia 
y las dos diagonales del cuadrilátero son concurrentes. 

c) Demuéstrese que si un triángulo está circunscrito a una cónica 
j propia, entonces las rectas que unen los vértices y los puntos de contacto 
■ de lados opuestos son concurrentes. 

6.2- 16 Los lados AB, BC, CD, ■ ■ • de un polígono cortan a una cónica 
propia en y A 2 , B^ y B 2> C i y C 2 , • ■ •. Demuéstrese que 

(Ih) (AA 2 ) (BBC) (BB 2 ) (CCO (ÇC 2 ) ■ • • = 

(BÂ i) (bI 2 ) (CBi) (CBa) (DCi) (DC 2 ) • • - - 
(Esta es una generalización del teorema de Carnot.) 

6.2- 17 B^B 2 y A-lA 2 son dos cuerdas variables de una cónica propia 
trazadas por dos puntos fijos A y B, respectivamente. Si A-lA 2 , B^B^ se cor- 
tan en C, demuéstrese que 

(BAJ (BA 2 ) (CB 0 (CB 2 ) / (AB X ) (AB 2 ) (CA t ) (CA 2 ) 

es constante. 

6.2- 18 Una cónica propia corta a los lados BC, CA, AB de un trián- 
gulo ÁBC en P t y P 2 , Q^ y Qz, Pi y Rz, respectivarnente. BQ 2 y CR 2 se 
cortan en X, AP^ y CR X en Y, AP 2 y BQ^ en Z. Demuéstrese que AX, BY, 
CZ son concurrentes. 

6.2- 19 E1 triángulo A'B'C' es circunscrito a una cónica propia; Ios 
puntos A, B, C son los de contacto de los lados B'C', C'A', A'B', respecti- 
vamente. Si D, E, F se toman sobre BC, CA, AB de modo que AD, BE, CF 
sean concurrentes, demuéstrese que A'D, B'E, C'F son también concu- 
rrentes. 

! 6.2-20 O es un punto variable de una cónica propia y M y N son un 

par fijo de puntos conjugados respecto a la cónica; OM y ON cortan a la 
conica nuevamente en P y Q. Demuéstrese quc PQ pasa por un punto fijo. 

§H 

6.3. La definición Chasles-Steiner de una cónica propia. En este ar- 
hculo introduciremos una definición en alternativa de una cónica propia 
obtuvieron y utilizaron Michel Chasles y Jacob Steiner en varias de 
SUs obras. La definición es singularmente conveniente para el desarrollo 

las propiedades proyectivas de las cónicas. Principiaremos por establecer 
una generalización proyectiva del teorema 2.4.12. 

6.3.1 Teorema. Si A , B 5 C, D son cuatro puntos distintos de una 
c ànica propia, y si U y V son dos puntos de ella , entonces U(AB.,CD) = 
V(AB,CD), donde U(A) ; por ejemplo, se 'toma como la tangente a la 
c °nica en A si U coincidiera con A. (Véase el teorema 2.4.12.) 
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Una consecuencia sencilla del teorema 6.3.1 es la síguiente: 

6.3.2 Teorema. Si P es un punto variable de una cónica propia, y sí 
U y V son dos puntos distintos de la cónica, entonces los haces completos 
U(P) y V(P) soji homográficos y tales que la recta U(V) no corresponda 
a la V (U). 

Pues si P 1? P 3j P 4 son cuatro posiciones distintas cuaîesquiera de P, 
tencmos, por el teorerna 6.3.1, U(P a Po,P3p.i) = V (PjP^^P^P-i) - En conse- 
cuenc.ia, los haces completos U (P) v V(P) son homográficos. Asimismo, la 
recta U(V) no puede corresponder a la V(U), ya que si correspondiera, el 
îugar geométrico de P sería [por el teorema 2.5.3(2)] una recta, lo que 
es imposible porque el lugar geométrico de P es una cónica propia. 

Este último teorema puede ahora restablecerse en la siguiente forma. 

6.3.3 Teorema. Una cónica propia que pase por dos puntos distintos, 
U y V, puede considerarse cojììo el lugar geomêtrico de los puntos de inter - 



Fig. (i.3a 


sección de las rectas correspondicntes de dos haces homográficos sobre U 
y V, donde la recta U(V) no corresponde a la V(U). 

Es natural preguntarse si el teorema 6.3.3 también se verifica. Demos- 
traremos que sí. 

6.3.4 Teorema. El lugar geomêtrico de los puntos de intersección de 
rectas correspondientes de dos ìiaces homográficos con vêrtices distintos, U 
y V, donde la recta U(V) no corresponde a la V(U), es una cónica propw 
que pasa por U y V. 

Sea P (fig. 6.3a) un punto variable del lugar geométrico;• entonces, 
los haccs U(P) y V (P) son homográficos. Supongamos que la recta V(W) 
corresponda a la U(V). Por hipótesis, V(W) no c.oincide con U(V). dra- 
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cese una circunferencia tangente a VW en V, v supóngase que esta cir- 
cunferencia corte a VU en U' y a la recta variable VP en P'. 

Corno los haces U(V,P) y V(W,P) son homográficos y (por el teorema 
6.3.2) los haces V(W,P) y U'(V,P r ) son iguaìmente homográficos^ se de- 
duce que dos haces U(V,P) y U'(V,P') también lo son. Pero en estos 
últimos dos haces. las rectas o rayos correspondientes U(V) y U'(V) son 
coincidentes. Se desprende [por el teorema 2.5.3(2)] que la intersección 
variable, X, de las rectas variables correspondientes 5 U(P) y U'(P'), describe 
una recta x. Admitamos que PP' y UU' corten a la recta a: en ios puntos 
Y y Z. 

Ahora giremos la figura de la circunferencia alredeaor de la recta a: 
hacia afuera de su plano original^ y supongamos que V", U", P" son las 
nuevas posiciones de V, U', P'. Entonces, U"P", V"P", V"U" cortan la 
recta x en los puntos X, Y, Z, respectivamente. Por tanto, los triángulos 
VUP y V"U"P" son coaxiales (sobre x) y tienen, por consiguientej que 
ser copolares. Esto es, VV", UU", PP" son concurrentes en un punto O, 
y la figura VPU es la proyección desde O de la figura V"P"U". Como 
P" describe una circunferencia que pasa por U" y V", se deduce que P 
describe una cónica propia que pasa por U y V. 

Los teoremas 6.3.3 y 6.3.4 nos dan una condición necesaria y suficicntc 
para que un lugangeométrico de puntos sea una cónica propia. Esta condi- 
ción puede considèrarse como una definición en alternativa de una cónica 
propia, como sigue. 

6.3.5 La definición de Ghasles-Steiner de una cónica propia. Una 
conica propia es el lugar geométrico de los puntos de intersección dc las 
rectas correspondientes de dos haces homográficos con distintos vérticcs 
U y V, en los que la recta U( V) no corresponde a la V(U). 

Demostraremos ahora un par de teoremas importantes con ayuda 
de la definición de Chasles-Steiner de .una cónica propia. 

6.3.6 Teorema. Una proyectividad transforma una cónica propia en 
otra cónica propia. 

Es suficiente demostrar que cualquier perspectividad transforina una 
cónica propia en una cónica propia. Sea c' la iinagen, ante una perspccti- 
v idad 3 de una cónica propia c. Por la definición de Ghaslcs-Steincrj c cs el 
lugar geométrico de los puntos de intersección de las rectas corrcspondien- 
tes de dos haces homográficos, U(P) y V(P), con vértices distintos U y V, 
donde la recta U(V) no corresponde a la V(U). Gomo los haccs homo- 
gráficos de este tipo se proyectan en haces homográficos del mismo 
tipo^ se deduce que c' es el lugar geométrico’.de los puntos de intersección 
de las rectas correspondientes de dos haces hojmográficos U'(P') y V'(P'), 
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donde los vértices U' y V' son distintos y la recta U' ( V' ) no corresponde 
a la V'(U'). Por la definición de Chasles-Steiner, se ve que c' es una cónica 
propia. 

6.3.7 Teorema. Hay una, y sólo una, cónica propia quc pasa por 
cinco puntos coplanares distintos, tres de los cuales no sori colineales. 

Sean los cinco puntos U, V, A, B, C. Tómense U y V como vértices 
de haces. Por U trácese una recta U(X) y sea V(Y) tal que U(AB.CX) 
— V(AB,CY) . Entonces, las rectas U(X) y V(Y) generan haces homo- 
gráficos de los que U(A) y V(A), U(B) y V(B), U(C) y V(C) son rectas 
correspondientes. Como no hay tres puntos de los cinco que sean colineales, 
la recta U(V) no corresponde a la V(U). Se deduce que, por la definición 
de Chasles-Steiner ; que el lugar geométrico deì punto P de intersección de 
U(X) y V(Y) es una cónica propia que pasa por los cinco puntos dados, 
U, V, A, B, C. Ahora bien, sólo puede haber una cónica propia que pase 
por U, V, A, B, C, pues el otro punto, P, en el que una recta arbitraria 


Fig. 6.3b 



U(X) corta a una cónica propia que pase por U, V, A, B, C es determinado 
unívocamente por la relación U(AB,CP) = V(AB,CP ). En consecuen- 
cia, una recta arbitraria que pase por U cortará a todas îas cónicas propias 
que pasan por U, V, A, B, C en el mismo punto^ esto es, todas las cónicas 
propias coinciden. 

6.3.8 Corolario. Dos cónicas propias distintas pueden cortarse a 
lo más en cuatro puntos. 

Una curva puede considerarse o bien como el lugar geométrico de sus 
puntos o como la envolvente de sus tangentes (fig. 6.3b). De.sde el primeí 
punto de vista, la curva se llama curva puntual; desde el segundo, se llama 
curva lineal. Hasta ahora hemos estado considerando una cónica propia 
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desde el primer punto de vista, y ahora cambiamos al segundo punto de 
vista. Introduciremos primero cierta notación conveniente. 

6.3.9 Notación. La razón anarmónica de cuatro puntos distintos en 
los que una recta u es cortada por otras cuatro a, b, c } d se indicará por 
u(ab,cd). Por u(a) entenderemos el punto en que la/base u es cortada 
por la recta a. 

6.3.10 Teorema. Si a, b ; c ; d son cuatro tangentes distintas a una 
cónica propia, y si u y v son dos tangentes cualesquiera a ella } entonces 
u(ab ; cd) =v(ab 5 cd) ; donde u(a ) 3 por ejemplo, se toma como punto de 
contacto de la tangente a si u concidiera con a. 

Esta es una consecuencia inmediata del teorema de Chasles 6.2.18. 

Una fácil consecuencia del teorema 6.3.10 es la siguiente. 

6.3.11 Teorema. Si p es una tangente variable de una cónica propia, 
y si u y v son dos tangentes distintas a ella, entonces las alineaciones o 
series completas de puntos u(p) y v(p) son homográficas y tales que el 
punto u(v) no corresponde al v(u). 

Pues si p 1} p 2} p 5} p 4 son cuatro posiciones distintas cualesquiera de p } 
tenemos por el teorema 6.3.10, u(pi_p 2i p^pT) = v(pipa } p 3 p ±)« En conse- 
cuencia, las alineaciones completas u(p) y v(p) son homográfícas. Asimis- 
mo ; el punto iiÇv) no puede corresponder al v(u) 9 porque si correspon- 
diera la envolvente de p sería [por el teorema 2.5.3(1)] un punto, lo que 
es imposible, ya que la envolvente de p es una cónica propia. 

Este último teorema puede ahora reestablecerse en la siguiente forma. 

6.3.12 Teorema. Una cónica propia que sea tangente a dos rectas 
distintas, u y v, puede considerarse como la envolvente de las rectas que 
unen puntos correspondientes de dos alineaciones homograficas sobre u y v, 
donde el punto u(v) no corresponde al v(u). 

Es natural preguntarse si el recíproco del teorema 6.3.12 también es 
verdadero. Demostraremos que sí lo es. 

6.3.13 Teorema. La envolvente de las rectas que unen los puntos 
correspondientes de dos alineaciones homográficas sobre distintas bases, u y v ; 
donde el punto u(v) no corresponde al v(u), es una cónica propia tan- 
gente a u y v. 

Sea p (fig. 6.3c) una recta variable de la envolvente y supongamos que 
p corte a u en P u y a v en P v . Entonces, las alineaciones (P u ) y (P v ) son 
homográficas. Sea U la intersección de u y v } y admitamos que T sobre v 
corresponda a U sobre u. Por hipótesis, T no coincide con U. Trácese una 
circunferencia tangente a v en T } y sean u r y p' las otras tangentes a la cir- 
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cunferencia desde U y P v , respectivamente. Designemos la intersección 
de u' y p ' por P tt *. - 

Gomo las alineaciones (C/ 5 jP w ) y (T,P V ) son homográficss, y (por el teo- 
rema 6.3.11) las ( TJP V ) y (U>P U ’) son igualmente homográficas, se dedace 
que las alineaciones ( U,P U ) y ( U,P U >) también son homográficas. 

Giremos ahorá la circunferencia y sus tangentes u' y p ' alrededor de 
la recta v hacia afuera del plano original, y designemos por u n , p", P u " las 
nuevas posiciones de u', p', P u >, respectivarnente. Como las alineaciones 
(U,P U ) y (U,P U ") son homográficas, y su punto común U es autocorres- 
pondiente, se deduce (por eì teorema 2.5.3(1)] que la recta variable P U P U >> 
pasa por un punto fijo O. Con O como centro de perspectividad, vemos 



Fig. 6.3c 

que la recta variable p" se proyecta en una recta variable p. Pero la recta 
variable p" envuelve una circunferencia (la circunferencia en su nueva 
posición) tangente a las rectas v y u". Se desprende que p tiene que envol- 
ver la cónica propia tangente a las rectas v y u. 

Concluimos el artículo con el siguiente teorema y su corolario. 

6.3.14 Teorema. Hay una, y sólo una 3 cónìca propia tangente a cin- 
co rectas coplanares distintas sin que haya tres de ellas concurrentes. 

Sean las cinco rectas (fig. 6.3d) u, v, a, b, c. Tómense u y v como bases 
de las alineaciones y supongamos que a, b, c corten a u y v en A u , B u , C u y 
A v , B v , C v , respectivamente. Considérese un punto P u sobre u y sea P v > sobre 
v tal que (A U B U ,C U P U ) : = (A V B V ,C V P V ). Entonces, los puntos P u y P v gene- 
ran series de puntos, o alineaciones, homográficas en las que A u y À v , B u 
y B v , C u y C v son puntos correspondientes. Como no hay tres de las cinco 
rectas que sean concurrentes, el punto u(v) no corresponde al v(u). Se 
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deduce (por el teorema 6.3.13) que la envolvente de P U P V es una cónica 
propia tangente a las cinco rectas u, v, a, b, c. Ahora bien ; puede haber 
una y sólo una cónica propia tangente a las cinco rectas dadas u, v. a, b, c, 
pues la otra tangente p, a la cónica propìa tangente a u, v, a, b, c, que 
pasa por un punto arbitrario P u de u se determina con unicidad por la recta 



Fig. 6.3d 

PuP v que da (A U B U ,C U P U ) = (A V B V ,C V P V ), y se desprende que todas las 
cónicas propias tangentes a u, v, a, b, c son envolventes de la misma recta 
variable p, esto es, que todas estas cónicas propias coinciden. 

6.3.15 Corolario. Dos cónicas propias distintas tienen a lo más cuatro 
tangentes comunes. 

PROBLEMAS 

6.3- 1 Si la circunferencia y la cónica de la figura 6.3a se cortan en 
dos puntos distintos del V, demuéstrese que la recta x pasa por los dos puntos. 

6.3- 2 Si los tres puntos de intersección de pares de lados opuestos de 
de un hexágono (no necesariamente convexo) son colineales 3 y si no hay 
tres vértices del hexágono que sean colineales, demuéstrese que los seis 
vértices de éste están en una cónica propia. (Este es el recíproco del 
teorema de Pascal.) 

6.3- 3 Si las tres rectas de unión de los pares de vértices opuestos de 
un hexágono (no necesariamente convexo) son concurrentes^ y si no hay 
tres de sus lados que sean concurrentes, demuéstrese que los seis lados del 
hexágono envuelven una cónica propia. (Este es el recíproco del teorema 
de Brianchon.) 
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6»3-4 Si en los lados BC, CA, AB de un triángulo se toman pares del 
puntos A x y A- 2 , B x y B 2 , C x y C 2 tales que | 

(AC X ) (Ic. 2 ) (SJ a ) (5I 2 ) (CB a ) (CB,) - 

(-350 (-35*) (BCi) (5 c 2 ) [cái) (CÂ,), 

sìn que haya tres de los seis puntos A t , A> 2 , B 1} B. 2 , C 1? C 2 que sean coli- ; | 
neales ? demuéstrese que los seis puntos están en una cónica propia. (Este - 
es el recíproco del teorema de Carnot.) 

6.3- 5 Demuéstrese que las paralelas trazadas por un punto a los lados 

de un triángulo cortan a éstos en seis puntos de una cónica propía. | 

6.3- 6 a) Se nos dan cinco puntos de una cónica propia, pero no se 
conoce la misma. Trácese la tangente a ésta en uno de los cinco puntos. | 

b) Tenernos cuatro puntos de una cónica propia y la tangente en uno i 
de ellos ? pero no se conoce la cónica. Constrúyanse más puntos de ésta. 

c) Se dan tres puntos de una cónica propia y las tangentes en dos de 

ellos ; pero no se traza la cónica. Constrúyase, pues ? la tangente en el ter- | 
cer punto. . ; 

6.3- 7 a) Se dan cinco tangentes a una cónica propia, pero no se traza ; 
la cónica. Determínese el punto de contacto de .una de las cinco tangentes. 

b) Se dan cuatro tangentes a una cónica propia y el punto de con- 
tacto de una de ellas ? pero no se ha trazado la cónica. Constrúyanse mns 
tangentes a la cónica. ; 

ç) Se dan tres tangentes a una cónica propia y los puntos de contacto 
de dos de ellas, pero no se traza la cónica. Hállese el punto de contacto de j 
la tercera tangente. 

6.3- 8 Una cónica propia, c, corta a los lados BC, CA, ÁB de un trián- \ 
gulo ABC en A u A 2 ; B 1} B 2 ; C x , C 2 , respectivamente. A\ y A' :2 son los j 
conjugados armónicos de A x y A 2 respecto a B y C; B'x y B f 2 son los conju- 
gados armónicos de B x y B 2 respecto a C y A; C\ y C r 2 son los conjugados 
armónicos de C x y C 2 respecto a A y B. Demuéstrese que A r x , A r 2 , B' x , 

C r x , C r 2 están en una cónica propia o en dos rectas. 

6.3- 9 Una tangente variable, PP r , corta a dos tangentes paralelas, fíjaSj 
a una cónica propia en P y P'. Si A y B son los puntos de contacto de las 
dos tangentes fijas, demuéstrese que (AP) (BP r ) es constante. 

6.3- 10 Una tangente variable corta \ns asíntotas de una hipérbola en 
P y P r • Si C es la intersección de las asíntotas. demuéstrese que (CP) ( CP ') 
es constante y, por lo tanto ? que el triángulo CPP' tiene una área cons- 
tante. 

6.3- 11 Sobre la tangente en el punto O de una cónica propia se toma 
un punto variable P, y se traza PT tangente a la cónica en T . Si S es otro 
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fgpunto de la cónica, dernuéstrese que el lugar geométrico de la intersección 
,de OT y SP es otra cónica propia tangente a la original en O y S. 

6.3- 12 C y C' son dos puntos fijos de una cónica propia c, r es una 
recta fija ? P es un punto variable de c 3 CP y C'P cortan a r en R y R'. 
Demuéstrese que el lugar geométrico de la intersección Q de CR' y C'R es 
otra cónica. 

6.3- 13 Dos elipses c y c' son tangentes exteriormente en O. Desde un 
punto variable, R 3 sobre la tangente común en O se trazan rectas que sean 
tangentes a c y c* en P y P'. Demuéstrese que PP' pasa por el punto de inter- 
sección de ias otras dos tangentes comunes a c y c'. 

6.3- 14 OPQ es un triángulo fijo y A y B son puntos fijos que no son 
colineales con O. R y S son puntos variables en OP y OQ tales que RS es 

; paralela a PQ. Demuéstrese que el lugar geométrico del punto de intersec- 
ción de AR y BS es una cónica que pasa por Á, B, C. 

6.3- 15 A, B, C, D, U, V son seis puntos de una cónica propia. Desig- 
nemos por J, K, L, M los puntos de intersección de UA y VC, UB y VD, 
UC y VA, UD y VB. Demuéstrese que ], K, L, M están en una cónica 
propia que pasa por U y V. 

6.3- 16 a) Los lados de un triángulo pasan por puntos fijos no coli- 
neales y dos de .los vértices están en rectas fijas. ^Cuál es el lugar geomé- 
triço del vértice fçstante? 

b) Los vértices de un triángulo están en rectas fijas no concurrentes 
v dos de los lados pasan por puntos fijos. ^Cuál es la envolvente del lado 
restante? 

6.3- 17 Demuéstrese que si ABC y A'B'C' son dos triángulos inscritos en 
una cónica propia, entonces sus seis lados son tangentes a otra cónica pro- 
pia. (Este resultado se debe a Brianchon.) 

6.3- 18 Se dice que dos triángulos son polares respecto a una cónica 
propia si cada vértice de uno de ellos es el polo de un lado del otro. 

Demuéstrese que dos triángulos que sean polares respecto a una cónica 
propia son copolares entre sí. 

6.3- 19 Demuéstrese el teorema de Hesse: Si los extremos de dos diago- 
nales de un cuadrilátero completo son puntos conjugados respecto a una 
cónica propia, entonces los extremos de la tercera diagonal también son 
puntos conjugados respecto a la cónica. 

6.3- 20 Si A y B son puntos fijos y AP, BP rectas variables conjugadas 
cntre sí respecto a una cónica propia dada> c, demuéstrese que el lugar 
geométrico de P es una cónica propia, c', ’que pasa por A y B y por los 
puntos en que las polares de A y B, respecto^a la cónica c, cortan a c. 
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6.4 Reciprocidad del principio de dualidad. Hay, en la geometria! 
proyectiva plana, una simetría notable entre puntos y rectas, tal que si se í 
verifica una proposición proyectiva entre “puntos” y “rectas” y se inter-1 
cambian estas dos palabras, puiiendo si fuera necesario las frases resultan- 
tes 5 se obtiene otra proposición proyectiva que se verifica entre “rectas” yj 
£C puntos”. E1 lector puede haber observado ya este pareado simétrico de lasj 
proposiciones de la geometría proyectiva. Como un ejempîo simple ; consi- 
dérense las dos siguientes proposiciones relacionadas en esta forma: 

Dos puntos distintos cualesquiera determinan una y sólo una recta en la 
que están ambos. 

Dos rectas distintas cualesquiera determinan uno y sólo un punto por ] 
el que pasan. 

En un plano ordinario ; sólo la primera de estas dos proposiciones se verifica 
sin excepción. Sin embargo 5 en un plano ilimitado ; o proyec.tivo ; ambas pro- 
posiciones son verdaderas sin excepción ; independientemente de que los 
puntos y rectas de que se trate sean reaìes o ideales. 

Observaremos que al pasar del enunciado de la primera proposición al 
de la segunda, no sólo intercambiamos las palabras ‘‘punto” y £ ‘recta” ; sino 
que además alteramos algo la frase final. Si no modificásemos la frase ; 
final ; la segunda proposición sonaría un poquito chabacana. Sin embargo ; 
esta chabacanería de sonido sólo resulta debido a una falta de concordan- 
cia en nuestro lenguaje. Como la relación de un punto P que está en una 
recta l y la de una recta l que pasa por un punto P son relaciones simétricas, 
un lenguaje perfecto debiera expresar las dos relaciones con una terrmno- 
logía simétrica. Si conviniéramos ; en geometría proyectiva, en expresar estas 
dos relaciones por las dos frases ££ el punto P está sobre la recta F* y £C la recta 
l está sobre el púnto P'\ empleando este lenguaje modificado, podremos 
pasar directamente del enunciado de cualquiera de las proposiciones al de 
la otra simplemente por un intercambio mecánico de las palabras “punto 
y “recta”. 

Por comodidad ; llamaremos a dicho lenguaje modificado el lengu&) e 
con sobre. La simetría observada entre puntos y rectas en la geometría pt°' 
yectiva plana conduce al llamado principio de dualidad en el plano 3 q ue 
puedé establecerse ahora en la forma siguiente: 

6.4.1 El princïpio de dualidad en el plano. Si en una proposicion 
proyectiua verdadera, enunciada en lenguaje con sobre , entre puntos y rectfc 
de un planO; intercambiamos las palabras “punto” y u recta 3 \ obtenernos unc 
segunda proposición proyectiva verdadera, enunciada en lenguaje con sobre 3 
entre rectas y puntos de un plano. 
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i E1 principio de dualidad, que parea las proposiciones de la geometría 

. proyectiva plana, es de consecuencias de largo alcance, y fue establecido 
I explicitamente por primera vez por Joseph-Diez Gergonne en 1826, aunque 
fue conducido a él por los trabajos de Poncelet v otros durante el primer 
cuarto del siglo diecinueve. Una vez que el principio de dualidad se haya 
establecido de alguna manera, entonces la demostración de una proposición 
del par dual automáticamente se transforma en la demostración de la otra. 

E1 teorema de Pascal es una proposición proyectiva; dualicémoslo. Pri- 
mero volveremos a redactar el teorema de Pascal en el lenguaje con sobre: 

Si los seis puntos, 1, 2, 3, 4, 5, 6, están sobre una cónica puntual propia, 
Av entonces los puntos determinados por los tres pares de rectas (12), (45); 
(23), (56); (34), (61) están sobre una recta. 

Dualizando, obtenemos: 

Si las seis rectas 1, 2, 3, 4, 5, 6 están sobre una cónica lineal propia, 
entonces las rectas determinadas por los trcs pares de puntos (12), (45); 
(23), (56); (34), (61) están sobre un punto. 

I Este dual es, por supuesto, el teorema de Brianchon. Utilizando un len- 
| : y guaje menos artificial, el teorema de Pascal y su dual pueden ahora enun- 
];-|,t ciarse así: 

'í ; í : Sí un hexágonô* está inscrito en una cónica propia, entonces los puntos 
\ -%[d e intersección de los tres pares de lados opuestos son colineales. 

ì 4U ' Si un hexágono está circunscrito a una cónica propia } entonces las rectas 
Que unen los tres pares de vértices opuestos son concurrentes. 

4 Con un poco de práctica, se vuelve uno perito en la dualización de proposi- 
cioncs de geometría proyectiva sin tener que recurrir al artificial lenguaje 
^fl'CQn sobre. 

Poncelet sostuVo que el principio de dualidad es consecuencia de la 
tcoría de polos y polares, la cual, aunque ya se conocía antes, recibió su 
■prnncr de.sarroìlo sistemático de sus manos. Si P es una cónica propia 
fija, cntonces a cada punto P del plano ilimitado puede relacionarse la 
4 polar p' de P respecto a la cónica, y a cada recta l del plano ilimitado pucde 
/ relacionarse el polo L' de / respecto a la cónica. Esta correspondenc.ia, cjue 
nì apea los puntos y las rectas del plano ilimitado sobre las rcctas y puntos 
dcl plano ilimitado, tiene algunas propiedades importantes. En primer 
lu gar, la correspondencia es invariante ante la proyección. Adcmás, un 
Punto y una recta incidentes se mapean en una rccta y un punto incidcn- 
^ es , los puntos colineales se mapean en rectas concurrcntes v las rcctas con- 
; c urrentes se mapean cn puntos colineales. » 


■ 
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Irnaginemos ahora que hemos esíablecido una propiedad proyectiva de 
una figura plana F formada por puntos y rectas. Sea F r la figura que se 
obtiene al sustituir los puntos y las rectas de F por sus polares y polos con 
respecto a una cónica propia dada T que esté en el plano de F. Entonces 
se obtendrá de la propiedad proyectiva de la figura F una propiedad 
proyectiva correspondiente de la figura F', en la que los papeles que juegan 
las palabras “punto” y “recta” se han intercanibiado. Las dos proposiciones 
serán duales una de otra. 

Hemos de confesar que parece que falta la justificación anterior del 
principio de dualidad. Las figuras de dos teoremas duales no necesitan real- 
mente relacionarse entre sí por una transformación de polo-polar. Realmen- 
te, como el enunciado del principio de dualidad no rnenciona ninguna cónica 
propia T, parecerá conveniente justificar el principio sin la intervención de 
tal cónica. Se siente que el principio de dualidad necesita un manejo más 
profundo y general que el dado por Poncelet. Dicho tratamiento general 
se expondrá en el Capítulo VIII; y aun otro tratamiento general, uno analí- 
tico, se expondrá en la primera parte del segundo vohrmen de nuestra obra. 

Antes de terminar este artículo, consideraremos brevemente la transfor- 
mación de Poncelet polo-polar en una cónica propia T; la transformación 
es una generalización de la considerada en el artículo 3.6, y se utiliza mucho 
en tratamientos más extensos de geometría proyectiva. 

6.4.2 Definigiones. Sea P una cónica propia fija. Entonces, la trans- 
formación que mapea cada punto P del plano ilimitado en su recta polar p' 
con respecto a T se llama reciprocidad en (o respecto a) P. La cónica 
T se llama cónica-base de la reciprocidad. Gada una de las figuras se llama 
polar recîproca de la otra o, simplemente, recíproca . 

6.4.3 Teorema. 1) La recíproca de una curva puntual es una curva 
lineal. 2) La recíproca de una recta (considerada como una alineación o 
serie de puntos colineales) es un punto (considerado como vértice de un hal 
de rectas concurrentes). 3) La reciproca de cónica-base es ella misma. 
4) La reciprocidad en (o respecto a) una cònica-base dada es involutiva. 

6.4.4 Teorema. La recíproca de una cónica propia es una cómcd 
propia. 

Considérese (teorema 6.3.3) una cónica propia obtenida como el luga r 
geométrico del punto P de intersección de las rectas correspondientes de 
dos haces homográficos sobre (o de) distintos vértices, U y V donde 
recta U(V) no corresponde a la recta V (U). Los recíprocos de estos 
haces homográficos sobre (o de) distintos vértices son dos series o alinea- 
ciones homográficas sobre (o de) distintas bases, y las recíprocas de las 
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intersecciones de las reçtas o rayos correspondientes de los haces son las de 
unión de los puntos correspondientes de las dos alineaciones. Se deduce 
que la recíproca de la cónica propia es la envolvente de las uniones p' 
de los puntos correspondientes de dos alineaciones homográficas sobre 
(o de) distintas bases 5 u' y v' } donde el punto u'(u') no corresponde al 
v'(u'). Se desprende (por el teorema 6.3.13) que la recíproca de la cónica 
propia es una cónica propia. 

Un plano que pase por el vértice de un cono circular puede cortar al 
cono en un par de rectas. Dicha. sección de cono circular se llama cónica 
impropia, o degenerada, del primer tipo . Para que el teorema 6.4.4 se veri- 
fique tanto para cónicas propias como impropias, se acostumbra definir 
un par de puntos (considerados como vértices de los haces que pasan 
por ellos) como cónica impropia del segundo tipo. Obsérvese que el teorema 
de Pappus 6.1.13 es el teorema de Pascal para una cónica impropia del 
prímer tipo. 

PROBLEMAS 

6.4-1 Hágase una descripción de cada una de las siguientes figuras, 
dualícese la descripción y dibújese la figura dual. 




6.4- 2 ^Cuál es el dual del cuadrivértice completo? 

6.4- 3 Enúnciese el dual del siguiente teorema: Si los puntos X , Y, U 
son colineales y si X (AB,CU) = Y (AB,CU) , entonces los puntos A, B , C 
son colineales. 

6.4- 4 Enúnciese el dual del siguiente teorema: ABC es un triángulo, 
L un punto fijo de AB , O un punto variable’de CL. Si AO corta a CB en P 
y BO corta a CA en Q, entonces PQ corta a AB en un punto fijo M. 


Geometría, I.—20. 
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6.4- 5 Enúnciese el dual del siguiente teorema: Los triángulos copo- 
lares son coaxiales. 

6.4- 6 Enúnciese el dual del teorema de Pappus 6.1.13. 

6.4- 7 Dualícese: a) E1 teorema 6.2.1; b) el teorema 6.2*.5; c) el teo- 
rema 6.2.8; d) el teorema 6.2.14. 

' 6.4-8 Demuéstrese que los teoremas 6.2.11 y 6.2.12 son duales uno 

del otro. 

f 6.4-9 Demuéstrese que el recíproco de un polo y una polar respecto 
a una cónica propia es una polar y un polo respecto a la cónica recíproca. 

■6.4-10 Demuéstrese que el recíproco de un triángulo autoconjugado 
respecto a una cónica c es un triángulo autoconjugado respecto a la cónica 
recíproca de c. 

6.4- 11 Enúnciese el teorema de Pascal ; el de Pappus y sus inversos 
como un solo teorema. 

.i 6.4-12 a) Un punto se mueve sobre una recta. Demuéstrese que el 
punto de intersección de sus rectas polares, con respecto a dos cónicas pro- 
pias dadas 3 describe una cónica. 

b) Enúnciese el dual del teorema de la parte (a). 

6.4- 13 a) Se dan seis puntos coplanares, A, B, C, D, E, P } sin que 
haya tres de los A, B, C, D, E que sean colineales. Hállese la polar de P con 
respecto a la cónica propia que pase por A, B, C, D y E. 

b) Se dan sei's rectas coplanares, a, b, c, d, e, p, sin que haya tres de las 
a, b, c, d, e que sean concurrentes. Hállese el polo de p con respecto a la 
cónica propia tangente a a, b, c, d, e. 

6.4- 14 a) Un punto se mueve sobre una cónica propia. Demuéstrese 
4 ue la recta polar del punto con respecto a una segunda cónica propia 
envuelve una tercera cónica propia. 

b) Enúnciese el dual del teorema de la parte (a). 

6.4- 15 a) La polar de un punto A con respecto a una cónica es a, 
V e l polo de a con respecto a otra cónica es A'. Demuéstrese que a medida 
que A se desplaza sobre una recta, A' también se desplaza sobre una recta. 

b) Enúnciese el dual del teorema de la parte (a). 

6.4- 16 a) Demuéstrese que las rectas que unen los vértices de un 
tnángulo con dos puntos cualesquiera de su plano cortan a los lados opues- 
tos en seis puntos que están en una cónica. 

b) Enúnciese el dual del teorema de la parte (a). 

6.4- 17 a) Si AL, BM, CN son tres rectas cevianas concurrentes del 
triángulo ABC, demuéstrese que hay una cónica propia tangente a BC, CA, 
AB en L, M, N, respectivamente. 

b) Enúnciese el dual del teorema de la parte (a). 
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6.4- 18 Un punto-n plano completo es una figura formada por n puntos 
coplanares, tres de los cuales no son coîineales, y las n C 2 rectas determinadas 
por ellos. Descríbase una recta-n plana compleía si es el dual de un punto-n 
plano completo. 

6.4- 19 Una figura plana formada de puntos y rectas se llama conjìgu- 
ración (plana) si está formada por a xl puntos y a 2 2 rectas tales que cada 
punto esté sobre el mismo número (a 12 ) de rectas y cada recta esté en el 
mismo número (a 21 ) de puntos. Una configuración (plana) se representa 
simbólicamente por la matriz. 



a) Demuéstrese que el dual de la configuración es una configuración } 
y dése su matriz. 

b) Demuéstrese que la figura del teorema de Desargues en el plano es 
una configuración autodual y dése su matriz. 

c) Demuéstrese que un punto-n plano completo y una recta-n plana 
completa son configuraciones, y dénse sus matrices. 

6.4-20 Un punto-n espacial completo es una figura formada por n 
puntos, cuatro de los cuales no son coplanares, ni tres colineales, junto 
con todas las n C 2 rectas y todos los n C 3 planos determinados por ellas. De- 
muéstrese que la configuración de Desargues en un plano es una sección 
plana de un punto-5 espacial completo. 

6.5 La propiedad deï foco y la directriz. Hemos definido una cónica 
propia como una sección de un cono circular, recto u oblicuo, por un plano 
que no pase por su vértice. Es un hecho notable 3 que no estableceremos 
aquíj que todas las cónicas propias pueden obtenerse como secciones de 
conos circulares rectos; realmente, todas pueden hallarse como secciones 
de un cono circular recto dado. 

Utilizando el hecho anterior de que una cónica propia es siempre una 
sección de un cono circular recto, deduciremos ahora una propiedad basica 
de estas curvas que se emplea corrientemente cuando se estudian por gco- 
metría analítica. 

6.5.1 Teorema. Una cónica propia no circular es el lugar geométrico 
de un punto que se mueve en un plano de modo que la razón de su distafl' 
cia a un punto fijo del plano a su disíancia a una recta fija del mismo, q ue 
no pase por el punto fijo, es constante. 

Considérese la cónica como la sección por un p plano que corta a un 
cono circular recto (fig. 6.5a). Sea r una esfera en el interior del cono ; 
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tangente al mismo a lo largo de la circunferencia k, cuyo plano llamare- 
mos q, y tangente además al plano p en el punto F. Supongamos que los 
planos p y q se corten en una recta d. Desde P, un punto de la sección 
cónica, bájese una perpendicular, PR, a la recta d y otra perpendicular PS 
al pîano q. Consideremos que la generatriz del cono que pasa por P corta a 
q en el punto E. Finalmente, sea a el ángulo de los planos p y q, y /3 el que 
una generatriz del cono forma con el plano q. Entonces, como PF = PE 



Fig. 6.5a 

(siendo estos segmentos tangentes a la esfera desde un punto exterior a ella) 
y los triángulos PSE y PSR son rectángulos con sus ángulos rectos en S ? 
tenemos 

PF/PR = PE/PR = (PS/PR) /(PS/PE) = sena/sen /3 = e, 

una constante independiente de la posición de P sobre la cónica. La cónica 
puede ? por tanto., considerarse como la curva generada por un punto P 
que se mueve en el plano p de modo que la razón de su distancia aî punto 
F de p a su distancia a la recta d de p es una constante, e. 

6.5.2 Definiciones. E1 punto fijo F del teorema 6.5,1 se llama foco 
de la cónica; la recta fija d, su directriz, y la constante e es la excentri- 
cidad de la cónica. 

6.5.3 Teorema. Si e es la excentricidad de una cónica propia, enton - 
ces ésta es una parábola, una elipse o una hipérbola , según que e = 1 3 e < 1 
0 e > 1. 
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Si el p plano de la figura 6.5a es paralelo a.una y sólo a una generatriz 
del cono, entonces o: ~ y e = 1; si el p plano corta a todas las generatrices 
de una hoja del cono^ entonces a < ]3 y e < 1; si p corta a ambas hojas del 
cono 3 entonces a > fi y e > 1. 

6.5.4 Observación. Cuando el p plano de la figura 6.5a es paralelo 
al q, la sección es una circunferencia. En este caso no hay directriz finita d, 
pero se ve fácilmente que esta situación puede considerarse como una posi- 
ciónTímite obtenida haciendo que la intersección d de los planos pyqst 
aleje cada vez más del cono 3 acercándose el ángulo a, y, en consecuenciaj 
también ìa fracción sena/sen /3, cada vez más a 0. Este hecho se describe 
diciendo que la directriz de una circunferencia está en el infinito y que 
su excentricidad es 0. 



Fig. 6.5b 


6.5.5 Teorema. Una elipse es el lugar geométrico de un punto que 
se mueve en un plano de modo que la suma de sus distancias a dos puntos 
fijos del plano sea constante. 

Consideremos la elipse como una sección de un cono circular recto 
(fig. 6.5b). Sean s x y s 2 dos esferas tangentes al p plano de la elipse en los 
puntos Fx y f* respectivamente, y tangentes al cono a lo largo de las cir- 
cunferencias paralelas k x y k 2 , respectivamente. Unase un punto arbitrario 
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p de la elipse con F x y F 2 , y snpóngase que la generatriz del cono que pasa 
por P corte a y k 2 en E x y F 25 respectivamente. Entonces FFi “ FF^ y 
PFz'— PE 2 (cada par de segmentos iguales siendo rectas tangentes a 
]a esfera desde un punto exterior a ella). Se sigue que 

FFi + FF 2 = FFi + FF 2 - FiFo, 

una constante independiente de la posición de F sobre la elipse. 

Obsérvese que si la elipse es una circunferencia, entonces Fi y F 2 coinci- 
; den con el centro de la circunferencia. 

6.5.6 Teorema. Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto 
que se mueve en un plano de modo que la diferencia de sus distancias a dos 
puntos fijos del plano sea constante. 

Se deja al lector el establecimiento de este teorema^ siguiendo las líneas 
de la demostración del teorema 6.5.5. 

E1 enfoque simple y elegante de este artículo fue descubierto alrededor 
de la primera cuarta parte del siglo diecinueve por dos geómetras belgas: 
Adolphe Quetelet (1796-1874) y Germinal Dandelin (1794-1847). 

PROBLEMAS 

6.5- 1 Establézcase el teorema 6.5.6. 

6.5- 2 Demuéstrese que las hipérbolas, y las elipses no circulares., tienen 
dos focos distintos y dos directrices relacionadas., siendo cada directriz per- 
pendicular a la recta que une los dos focos. 

6.5- 3 Demuéstrese que existe una elipse para cada excentricidad po- 
sitiva e < 1 , y que existe una hipérbola para cada excentricidad e > 1 . 

6.5- 4 Demuéstrese que hay dos secciones planas de un cono circular 
recto que tienen un foco en un punto dado que está dentro del cono. 

6.5- 5 Demuéstrese que las secciones de un cono circular recto por 
planos paralelos tienen las excentricidades iguales. 

6.5- 6 Si se dan una elipse y un cono circular recto., hállese una sección 
del cono congruente con la elipse. 

6.5- 7 Demuéstrese que la suma de las distancias del vértice 4 de un 
cono circular recto a los extremos de un diámetro de una sección elíptica 
dada es constante. 

6.6 Proyección ortogonal. Sean 7 r y + dos planos que no sean per- 
pendiculares. E1 mapeo del plano^Tr sobre el 7 / que transporta cada punto 
F de 7 r al pie 5 P\ de la perpendicular desde T a 7 / se llama proyección orto - 
gonal del plano ir sobre el tt'. 
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La proyección ortogonal, siendo una clase particular de perspectividad, 
tiene todas las propiedades de este tipo de correspondencia, pero tienef 
además algunas propiedades especiales que no tienen todas las perspecti-j 
vidades. Debido a estas propiedades especiales la proyección ortogonal es i 
una transfonnación tan útil. Estableceremos ahora algunas de estas pro- $ 
piedades especiales. 

6.6.1 Teorema. Ante una proyección ortogonal de un plano tt sobre j 
otro plano 7 / no perpendicular a 7 r: 

1 ) los puntos ordinarios corresponden a puntos ordinarios, 

2 ) las rectas en el infinito se corresponden , 

3) îas rectas paralelas corresponden a rectas paralelas, 

4) la razón de dos segmentos de una recta no se alteran, 

5) la razón de dos segmentos sobre rectas paralelas no se alteran, 

6) el centroide de un triángulo corresponde al centroide del triángulo 
correspondiente, 

7) si A y A' son dos áreas correspondientes, entonces A' = A cos don- 
de 6 es el ángulo formado por los planos 7 r y 1 r', 

8 ) la razón de dos áreas no se altèra, 

9) las circunferencias se mapean en elipses homotéticas. 

La primera propiedad es evidente y las dos siguientes son consecuencias 
de la primera. Las propiedades (4) y (5) se desprenden del hecho de que 
la longitud de un segmento rectilíneo.de 7 / es igual a la longitud del seg- 
mento correspondiente de 7 r multiplicada por el coseno del ángulo formado 
por las rectas de los dos segmentos. La propiedad ( 6 ) es consecuencia 
de la (4). La propiedad (7) se deduce de que cualquier área de 7 r puede 
considerarse como el límite de la suma de franjas delgadas rectanguiares 
de anchura común paralelas a la recta de intersección de los planos 7 r y v » 
tomándose el límite a medida que'el número de franjas aumenta indefim- 
damente; las longitudes de estas franjas no se alteran por la proyección, pero 
su anchura w se convierte en w cos 6. La propiedad ( 8 ) es una consecuen- 
cia de la (7). Una circunferencia se proyecta claramente en una elípse 
cuyo eje mayor es paralelo a la recta de intersección de los planos tt y v í 
asimismOj si a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, y r es el radio 
de la circunferencia, a — r y b — r cos 6, y la propiedad (9) se desprende. 

6.6.2 Teorema. Cualquier elipse puede proyectarse ortogonalmente 
en una cicunferencia . 

Sean 7 r el plano de la elipse y a y b los semiejes mayor y menor de ella. 
Trácese por una recta de 7 r paralela al semieje menor de la elipse un plano 
que forme un ángulo a = cos " 1 ( b/a )* con 7 r. E1 lector puede ahora de- 


Aceptamos la expresión cos -1 - para arc cos. (N. del R.) 


_-. 'S-:,. , V. , • illÌÌÌ 
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mostrar fácilmente que la proyección ortogonal de la elipse sobre el plano ~ 
es una circunferencia de radio b. 

'’l ■■V;.-- \ 

6.6.3 Corolario. Si una elipse se proyecta ortogonalmente en una 
circunferencia, entonces las circunferencias del plano de proyección corres - 
'ponden a las elipses del plano original que son homotéticas con la elipse 
dada. 

ì 6.6.4 Teorema. Cualquier triángulo puede proyectarse ortogonalmen- 
- te en un triángulo equilátero. 

T Sea ABC eî triángulo dado y sean L, M, N los puntos medios de los la- 
dos BC, CÁ, AB , respectivamente. Por el problema 6.4-17(a), bay una 
! " cónica propia, que en este caso debe ser evidentemente una elipse, tangente 

a BC, CA, AB en L, M, N. Proyéctese ortogonalmente esta elipse en una 
circunferencia (por el teorema 6.6.2), transformando o mapeando el trián- 
j Jbgulo ABC y los puntos L, M, N en el triángulo A'B'C r y los puntos L', M', 
N'. Entonces, como B'L' = L'C' = C'M' = M'A' = A'N' = N'B', se dc- 
| Y/j duce que el triángulo A'B'C' es equilátero. 

1 Daremos ahora algunas aplicaciones de la proyección ortogonal; otras 
aplicaciones se encontrarán en los problemas del final del artículo; el lector 
; ; deberá observar el empleo del procedimiento transformar-resoluer-invertir. 

\ ? 6.6.5 Teorema. Una condición necesaria y suficiente para que un 

triángulo inscrito en una elipse tenga área máxima es que el centroide del 
triángulo coincida con el centro de la elipse. 

Proyéctese ortogonalmente la elipse en una circunferencia (teorema 
• 6.6.2). Los triángulos de área máxima de la elipse corresponden a los dc 
área máxima en la circunferencia [teorema 6.6.1 (8)]. Pero una condición 
necesaria y suficiente para que un triángulo inscrito en una circunferencia 
tenga área máxima es que sea equilátero, y una condición necesaria y sufi- 
ciente para que el triángulo sea equilátero es que su centroide coincida con 
cl centro de la circunferencia. E1 teorema se desprende ahora [teorcma 
6.6.1 (6) y corolario 6.6.3]. 

6.6.6 Teorema. La envolvente de las cuerdas de una elipse, cada 
ttna de las cuales separe de ésta un segmento de área constante, es otra 
e lipse homotética concéntrica. 

§|L. Proyéctese ortogonalmente la elipse en una circunferencia (teorema 
- • 6.6.2). La cuerda variable de la elipse corresponderá a una cuerda variablc 
[l|de la circunferencia que corte o separe en ésta un segmento circular de área 
constante [teorema 6.6.1 (8)]. Pero ìa envolvente de la cuerda variable de 
la circunferencia es una circunferencia concentrica. Se desprende, pues, el 
teorema (corolario 6.6.3). ^ 
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6.6.7 Teorema. El área de un triángulo DEF inscrito en un triángulo 
dado ABC no fiuede ser menor que la de cada uno de los otros tres trián - 
gulos formados . (Véase eì problema 4908, The American Mathematical \ 
Monthly, abril de 1961, pág. 386.) 

Proyéctese ortogonalmente el triángulo inscrito, DEF , en uno equilátero, 
D'E'F (fig. 6.6a). Basta demostrar el teorema para ìa figura proyectada 
[teorema 6.6.1(8)]. Ahora bien, si el triángulo A'B'C' fuera equilátero, en- 


B' 




Fig. 6.6b 


Fig. 6.6a 

tonccs evidentemente no podrá haber ninguna área de un subtriángulo §j 
que cxccda la de D'E'F'. En caso contrario, habrá algíin ángulo, digamos A\ ] | 
mayor que 60°. Pero cntonccs la perpendicular dcsde A' a E'F' será menor 
que la trazada desde D' a E'F', y el área del triángulo D'E'F' scrá ma- 
yor (jue la del A'E'F '. 

6.6.8 Teorema. Si en e.l hexágono convexo, ABCDEF, los lados opues- 
tos son fiaralelos, cntonces los triángulos ACE y BDF tienen áreas iguales . 
(Art. 5.5.15.) 


B' b' P' 


Supongarnos quc AB y DC se corten cn P. Proyéctcsc ortogonalnacnte 
el triángulo BCP en el cquilátcro B'C'P' (fig. 6.6b). Entonces, el hexágono 
dado ABCDEF sc proyecta en c.l A'B'C'D'E'F' cuyos lados opuestos sigucn 
siendo paralelos, pero en el cual todos sus ángulos son iguales a 120°. De- 
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signando los lados consecutivos de A f B'C'D'E'F', empezando por el lado 
A'B', por a', b', c*, d', e\ f', basta entonces (porque área A'B'C' = 
(a'b'stn 120°)/2 5 etc.) demostrar que 

(1) a'b' + c'd' + e'f' = f'a' + b'c' + d'e'. 

Pero (véase la figura), a' = d' + e' ~ b' y c' = e' + f' — b', y cuando estos 
valores de a' y c' se sustituyen en (1) obtenemos una identidad. De donde 
se desprende el teorema. 

PROBLEMAS 

6.6- 1 Demuéstrese que el área de una elipse con semiejes a y b es irab. 

6.6- 2 Demuéstrese que un triángulo de área máxima inscrito en una 
elipse tiene sus lados paralelos a las tangentes a dicha curva en los vértices 
opuestos. 

6.6- 3 Hállese el área máxima que puede tener un triángulo inscrito 
en una elipse de semiejes a y b. 

6.6- 4 Hállese el área mínima que puede tener una elipse circunscrita 
a un triángulo dado de área K. 

6.6- 5 Demuéstrese que si una elipse se proyecta ortogonalmente en 
una circunferenci^ entonces los pares de diámetros perpendicularcs de la 
circunferencia corresponden a pares de diámetros conjugados de Ia elipse. 
(Para una definición de diámetros conjugados, véase el problema 6.2-11.) 

6.6- 6 Demuéstrese que el área de un triángulo, dos de cuyos lados 
son radios conjugados de una elipse^ es constante. 

6.6- 7 Demuéstrese que un triángulo de área máxima inscrito en una 
elipse^ y que tenga una cuerda fija por base ; tiene su vértice opuesto en un 
extremo del diámetro conjugado del paralelo a la base. 

6.6- 8 Constrúyase el triángulo de área máxima que pueda inscribirse 
cn una elipse dada y que tenga uno de sus vértices en un punto dado de la 
elipse. 

6.6- 9 Si PP', QQ' son un par de cuerdas paralelas variables de una 
e lipse que pasa por dos puntos fijos P y Q, demuéstrese que P'Q' envuelve 
una elipse homotética concéntrica. 

6.6- 10 AOB y A'O'B', COD y C'O'D' son pares de cuerdas paralelas 
de una elipse. Demuéstrese que 

(OA) (OB)j(OC) (OD) = (O'A') (O'B') f(O'C') (O'D'). 

6.6- 11 Se dan dos elipses homotéticas concéntricas. Demuéstrese que 

*°das las cuerdas de la exterior que sean tangentes a la intcrior son bisecadas 
Por el punto de contacto. * 
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6.6- 12 Demuéstrese que dos tangentes paraîelas a una elipse son cor- I 

tadas por otra tangente cualquiera en puntos que están en las prolongacio- i 
nes de diárnetros conjugados. J 

6.6- 13 TP> TQ son tangentes a una elipse y TRS es una secante de J 

ella. Si V es el punto medio de RS y si Q,F corta la elipse nuevamente ea § 
U, demuéstrese que PU es paralela a T6 1 . |f 

6.6- 14 Demuéstrese que la mayor elipse que pueda inscribírse en un jj 
paralelogramo es tangente a éste en îos puntos medios de sus cuatro lados. fj 

6.6- 15 Demuéstrese que la cuerda de una elipse que pase por un 1 

punto fijo y corte o separe la máxima o mínima área es bisecada por el | 
punto. ' | 

6.6- 16 Tres elipses homotéticas congruentes de semiejes a y b son tales | 

que cada una es tangente a las otras dos exteriormente. Háliese el área del | 
triángulo curvilíneo limitado por las tres elipses. J§ 

6.6.-17 Utilizando la proyección ortogonal obténgasc una generaliza- | 
ción del siguiente teorema: los pies de las perpendiculares trazadas dcsde : 
un punto de la circunferencia circunscrita a un triángulo a los lados de éste J 
son colineales. *• 5 

6.6- 18 Utilizando la proyección ortogonal obténgasc una generaliza- j 
ción del siguiente teorema: el centro dc. una circunferencia inscrita en un | 
cuadrilátero es colineal con los puntos medios de las diagonales del mismo. 

6.6- 19 Empleando la proyccción ortogonal obténgase una generali- JS 

zación del siguicntc tcorema: si una cuerda ; AQ^ de una circunferencia dc 
radio r corta el diámetro de la circunfereneia perpendicular al diametro . 
que pasa por A en cl punto R, entonces (AQ) ( AR ) = 2r 2 . § 

6.6- 20 Dcmuéstrcsc, sin utilizar límites, que si A y A ' son las áreas de 

dos triángulos corrcspondientes ante una proyccción ortogonal, cntonces | 
A' = A cos 0, dondc 0 es el ángulo que forman los planos de los dos trián- J 
gulos. | 
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VII. GEOMETRIA NO EUCLIDIANA 


7.1. ANTECEDENTES HISTORICOS. 7.2. GEOMETRIA PLANA LOBACH.EVSQUIANA — 
PARALELAS E HIPERPARALELAS. 7.3. GEOMETRIA PLANA LOBACHEVSQUIANA — CUA- 
DRILATEROS DE SACCHERI. 7.4. GEOMETRIA PLANA LOBACHEVSQUIANA — PUNTOS 
IDEALES Y ULTRAIDEALES. 7.5. GEOMETRIA PLANA LOBACHEVSQUIANA — MAPEO 
DE PLANOS SOBRE EL INTERIOR DE UNA CIRCUNFERENCIA. 7.6. GEOMETRIA Y 

ESPACIO FISICO. 

POCO DESPUES: DE LA PRIMERA CUARTA PARTE del siglo dieci- 
nueve tuvo lugar un evento geométrico que demostró ser de tremenda im- 
portancia, no sólo para la geometría, sino para todas las matemáticas; se 
inventó una geometría que difería radicalmente de lá geometría tradicional 
| fgde Euclides. Antes de este evento se pensó que había, y realmente existía, 
sólo una geometría posible, y que cualquier descripción del espacio con- 
traria a la exposición euclidiana debía ser necesariamente incompatible 
j |ty contradictoria. 

La geometría se liberó de su molde tradicional, y los postulados de la 
geometría se convirtieron., para el matemático, simplemente en hipótesis, 
$e cuya verdad o falsedad físicas no era necesario preocuparse. Se eviden- 
Cí o que los matemáticos podían elegir sus postulados adecuados a su conve- 
.H*encia siempre que fueran compatibles unos con otros. Un postulado. como 
Í9 emplea el matemático, no necesita ser autoevidente ni veraz. 

Gon la posibilidad de inventar dichas geometrías puramente “artifi- 
ciales’ 5 , se bizo evidente que el espacio físico debería mirarse como un 
concepto empírico deducido de nuestras experiencias exteriores, y que los 
Postulados de una geometría ideada para describir el espacio físico son sim- 
plemente expresiones de esta experiencia (igual que las leyes de una ciencia 
física). Este punto de vista está en sorprendente contraste con la teoría 
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kantiana del espacio que dominaba el pensamiento filosófico en la época| 
de la invención de la nueva geometría. La teoría kantiana sostuvo que elj 
espacio es un sistema de referencia que ya existía intuitivamente en la mente|J 
humana, que los axiomas y postulados de la geometría euclidiana sonS 
juicios a prìori impuestos en la mente, y que sin dichos axiomas y postu-jj 
lados no es posible hacer ningún razonamiento compatible acerca delj 
espacio. La invención de una geometría no euclidiana hizo completamente $ 
insostenible este punto de vista. 1 

La invención de una geometría no euclidiana ; invalidando una creen- | 
cia tradicional y rompiendo con el hábito de pensar que se había tenidcqi 
durante siglos, asestó un fuerte golpe al punto de vista de la verdad absoluta i 
de las matemáticas. Realmente, la invención no sólo liberó la geometríaj 1 
sino que tuvo un efecto semejante en las matemáticas como un todo. Lasj 
matemáticas emergieron como una creación arbitraria de la mente humana,| 
y no como algo que esencialmente nos haya impuesto forzosamente el.j? 
mundo en que vivimos. f| 

Este capítulo trata de la primera geometría no euclidiana que se inventó/f 
la llamada geometría lobachevsqùiana. Comenzaremos con un bosquejo j 


de los antecedentes históricos que condujeron a este descubrimiento tras- 
cendentah probablemente en ningún sitio de todo el estudio de las mate- 
máticas es más necesaria una exposición de los orígenes históricos que aquí, 
para una apreciación verdadera del tema. E1 efecto amplio del descubri- 
miento ? tanto sobre la geometría en particular como sobre las matemáticas 
en general, será el tema del siguiente capítulo. 

7.1 Antecedentes históricos. Hay evidencia de que la teoría de las 
paralelas causó un trastomo considerable a los antiguos griegos, y que, en 
aquel entonces, la teoría comprendía una circularidad ilógica. Euclides salvo 
la dificultad definiendo las paralelas como rectas coplanares que no se 
cortan por más que se prolonguen en uno u otro sentido, y adoptando 
como una suposición básica su ahora famoso quinto postulado, o sea, de 
las paralelas: 

Si una recta que cae sobre dos rectas forma con ellas ángulos intenores 
del mismo lado cuya suma sea menor que dos rectos, las dos rectas, si se 
prolongan indefinidamente, se cortarán del lado en que la suma de los & n ' 
gulos sea menor que dos rectos. 

Si el lector consulta el Apéndice, donde se recogen explicaciones ìni- 
ciales de Euclides, sus definiciones preliminares, sus postulados y sus axio 
mas, observará de inmediato una marcada diferencia entre el quinto po stu 
lado y los otros cuatro; al quinto postulado le falta la concisión y la simpl e 
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comprensibilidad de los otros cuatro. Recordemos (artículo 1.3) que 3 en 
un discurso conducido por el método griego de la axiomática material 3 un 
postulado se supone que.es una proposición primitiva que se siente es acep - 
f table como inmediatamente verdadera con base en las propiedades sugeri- 
das en las explicaciones iniciales. Debe confesarse que el quinto postulado 
difícilmente satisface este requisito de un postulado. 

Proclo nos indica que el quinto postulado fue atacado desde el princi- 
pio. Un examen más estudiado revela que realmente es el recíproco de la 
proposición I 17 de Euclides. Además 3 Euclides-mismo trató evidentemente 
de evitar el postulado mientras pudo 3 pues no lo utilizó en sus demostracio- 
nes sino hasta que llegó a la proposición I 29. No es sorprendente que mu- 
: chos geómetras griegos sintieran que el postulado tiene más de la natura- 
leza de una proposición que de un postulado. Desde el punto de vista griego 
de la axiomática material 3 era ciertamente muy natural preguntarse si el 
quinto postulado se necesitaba realmente 3 y pensar que tal vez podría de- 
: ducirse como un teorema a partir de los nueve restantes “axiomas” o 
“postulados” 3 o, cuando menos 3 que podría sustituirse por un equivaîente 
■ ■ : ; más aceptable. 

De los muchos sustitutos que se han ideado para el quinto postu- 
lado de Euclides, quizá el más popular es el que hizo en los tiempos 
modernos el físico y matemático escocés John Playfair (1748-1819) 3 aunque 
pg esta alternativa particular había sido avanzada por otros y se había esta- 
blecido tan primitivamente como en el siglo quinto por Proclo. Es el susti- 
| tuto que generalmente se encuentra en los textos actuales de segunda ense- 
nanza de Estados Unidos: Por un punto dado no situado sobre una recta 
;lf sólo puede trazarse otra paralela a ella .* Algunas otras alternativas para 
cl postulado de las paralelas que han sido propuestas o tácitamente supues- 
tas durante ahos 5 son las siguientes: 1) Existe un par de rectas coplanares 
en que todos los puntos de una se encuentran a la misma distancia de la 
°tra. 2) Existe un par de triángulos no congruentes semejantes. 3) Si en un 
cuadrilátero un par de lados opuestos son iguales y si los ángulos adyacentes 
nl tercer lado son rectos, entonces los otros dos ángulos también son rectos. 
4) Si en un cuadrilátero tres ángulos son rectos, el cuarto también es 
fecto. 5) Existe al menos un triángulo en el que la suma de sus tres an- 
gulos es igual a dos rectos. 6) Por un punto situado dentro de un ángulo 
tnenor que 60° puede siempre trazarse una recta que corte a ambos lados 
del ángulo. 7) Una circunferencia puede hacerse pasar por tres puntos no 
; colineales cualesquiera. 8) No hay límite superior del área de un triángulo. 

, * Las proposiciones I 27 e I 28 garantizan, bajo la suposición de la infinidad 

Qe rectas, la existencia de una paratela. * 


l 


^ometría, I.—21. 
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Constituye una colección interesante de ejercic.ios para el estudiante 
el que trate de demostrar la equivalencia de las alternativas anteriores al 
postulado original enunciado por E,uc]ides. Para demostrar la equiva- 
lencia del postulado de Euclides y una particular de las altemativas. 
debemos demostrar que la alternativa se deduce como un teorema de las 
suposiciones de Euclídes. y además que el postulado de Euclidcs se deduce 
como un teorema del sistema de suposiciones de Euclides en que el postu- 
lado de las paralelas se ha sustituido por la alternativa considerada. 

Los intentos para deducir el postulado de ]as paralelas como un teoremai 
a partir de los nueve restantes “axiomas” y “postulados”, tuvo ocupados a j 
los geómetras por más de dos mil ahos 3 y culminó, como veremos, en algu-1 
nos de los desarrollos de inás largo alcance de las rnatemáticas modernas. ; f| 
Muchas “demostraciones” del postulado fueron ofrecidas, pero fue demos-j| 
trado, tarde o temprano, que cada una se basaba en una suposición tácita:Ê 
equivalente al propio postulado. I 

No fue sino hasta 1733 cuando la primera investigación realmente cientí- || 
fica del postulado de las paralelas fue publicada. En dicho ano, el padre j 



Fig. 7.1a 


jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-1733), mientras era profesor de j 
matemáticas de la Universidad de Pavía, publicó una pequena obra titulada J 
Euclides ab omni ncevo vindicatus (Euclides liberado de toda falla). E n S 
una obra anterior sobre lógica, Saccheri había sido fascinado por él P°^ e '‘|| 
roso método del reductio ad absurdum (reducción al absurdo) y concibio |j 
la idea de aplicarlo a una investigación del postulado de las paralelas. Sm 1 
emplear el postulado de las paralelas, Saccheri’ demostró fácilmentc, COIll0 É 
lo puede hacer un estudiante de geometría de segunda ensenanza, q ue 51 jj 
en un cuadrilátero ABCD (fig, 7.1a), los ángulos A y B son rectos y ^ oS || 
lados AD y BC son iguales, entonces los ángulos D y C son iguales. 
pues^ tres posibilidades: los ángulos D y C son ángulos agudos iguales, an 1 
gulos rectos iguales o ángulos obtusos iguales. Estas tres posibilidades fueron 
denominadas por Saccheri la hipótesis del ángulo agudo , la hipótesis M 
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ángulo recto y la hipótesis del ángulo obtuso. Su plan del trabajo era de- 
mostrar que la suposición de una u otra de las hipótesis del ángulo agudo 
o del ángulo obtuso conduciría a una contradícc.ión. Entonces, por reduc- 
ción al absurdo, la hipótesis del ángulo recto tenía que verificarse y esta 
hipótesis, lo demostró Saccherg llevaba consigo una demostración del pos- 
tuîado de las paralelas. Suponiendo tácitamente., como lo hizo en realidad 
Euclides, la infinidad de la recta^ Saccheri eliminó fácilmente la hipótesis 
del ángulo obtuso, pero \io que en el caso de la hipótesis del ángulo agudo 
esto era mucho más difícil. Después de obtener concienzudamente muchos 
de los teoremas, ahora clásicoSj de la llamada geometría no cuclidiana, 
Saccheri imperfectamente obligó a que entrara en su desarrollo una con- 
tradicción no convincente en la que intervenían nociones confusas sobre 
elementos infinitos. Si no le hubiera parecido tan vehementemente que había 
una contradicción en esta última hipótesis 5 sino que, en lugar de ello, hu- 
biese admitido su incapacidad para hallar una, indudablemente se le 
hubiera acreditado el descubrimiento de la geometría no euclidiana. Parece 
que poco después de la publicaeión de la pequeha obra de Saccheri se 
retiró repentinamente del mercado, con el resultado de que los esfuerzos de 
Saccheri tuvieron poco efecto en sus contemporáneos. 

Treinta y tres ahos después de la publicación de Saccherq Johann Hein- 
rich Lambert (1728-1777) 3 de Alemania, escribió una investigación seme- 
jante titulada Dle Theorie der Parallellinien, que, sin embargo, no se 
publicó sino hasta once anos después de su muerte. Lambert eligió un cua- 
drilátero quc contenía tres ángulos rectos (la mitad de un cuadrilátero de 
Sacclieri) como su figura fundamental^ y consideró tres hipótesis según 
que el cuarto ángulo fuera agudo ; recto u obtuso. Fue considerablemente 
rnás lejos que Saccheri al deducir proposiciones bajo la hipótcsis de los 
angulos agudo y obtuso. Por consiguiente, con Saccherg demostró que en 
las tres hipótesis, la suma de los ángulos de un triángulo es menor, igual 
o mayor que dos ángulos rectos., respectivamente, y luego, además, que la 
deficiencia por debajo de los dos ángulos rectos, en ìa hipótesis del ángulo 
agudo, o el exceso por encima de dos ángulos rectos^ en la hipótesis del 
angulo obtuso 5 es proporcional al área del triángulo. Observó la seinejanza 
de la geometría que sigue la hipótesis del ángulo obtuso a la geometría 
esférica 3 donde el área del triángulo es proporcionai a su cxceso esférico, 
Y conjeturó que la geometría que seguía la hipótesis del ángulo agudo 
podía tal vez verificarse sobre una esfera de radio imaginario. La hipótesis 
del ángulo obtuso se eliminó haciendo la misma suposición tácita que hizo 
Saccheri ; pero sus conclusiones con respecto a la hipótesis del ángulo agudo 
^ueron indefinidas y no satisfactorias 5 lo que, realinente, fue el motivo dc 
^ue su trabajo nunca fuera publicado duran^e su vida. 
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Un tercer esfuerzo distinguido para establecer el postulado de las para- | 
lelas de Euclides por el método de reducción al absurdo fue ensayado., du- 
rante un largo período de anos., por el eminente analista ítalo-francés f 
Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Ernpezó de nuevo y consideró tres | 
hipótesiSj según que la suma de los ángulos de un triánguîo sea menor, | 
igual o mayor que dos ángulos rectos. Suponiendo tácitamente la infinidad 
de una recta ; pudo eliminar la tercera hipótesis; pero aunque hizo repe- | 
tidos intentos no pudo desechar la primera hipótesis. Estos diversos intentos J 
aparecieron en las ediciones sucesivas de su muy popular Eléments de géo- | 
métrie * que tuvo desde una primera edición en 1794 hasta una decimo- 
segunda en 1823. Legendre tal vez conserva el récord de persistencia en | 
intentar demostrar el famoso postulado. E1 estilo simple y directo de sus | 
demostraciones, que se difundió mucho debido a su aparición en sus Elé- | 
ments, y su alta eminencia en el mundo de las matemáticas., creó un marcado | 
interés popular en el problema del postulado de las paralelas. 

No es de extranar que no se haya encontrado ninguna contradicción | 
en la hipótesis del ángulo agudo, pues, como se demostró posteriormente, se | 
sabe ahora que la geometría desarrollada con esta hipótesis es tan compa- j 
tible como la euclidiana; esto es, el postulado de las paralelas es ìndepen- | 
diente del resto de los postulados y no puede deducirse de ellos. Por su- | 
puesto, hay teoremas de la nueva geometría que contradicen los teoremas 
de la euclidiana ; pero evidentemente no hay dos teoremas de la nueva 
geometría que se contradigan. Los primeros en sospechar este hecho fueron j 
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) de Alemania ; János Bolyai (1802-1860) j 
de Hungría y Nicolai Ivanovitch Lobachevshy (1793-1856) de Rusia. Estos j 
plantearon el tema en la forma de Playfair del postulado de las para- | 
lelas ; considerando tres posibilidades: por un punto dado que no esté en j 
una recta pueden trazarse más de una, o únicamente una y o ninguna pa- i 
ralela a otra dada. Estas situaciones son equivalentes, respectivamente, a la Jj 
hipótesis de los ángulos agudo, recto u obtuso. Nuevamente ; suponiendo | 
la infinidad de una recta, el tercer caso fue fácilmente eliminado. Imagi- | 
nando, al mismo tiempo, una geometría compatible con la primera posibi- j 
lidad, estos tres matemáticos realizaron independientemente extensos desa- ‘| 

rrollos geométrícos y trigonométricos de la hipótesis del ángulo agudo. J 
' 

* Este trabajo es una mejora pedagógica que se intentó de los Elementos de ; 
Euclides hecha al reordenar considerablemente y simplificar las proposìciones. El tra- _i 
bajo ganó muchas consideraciones en Europa continental y fue recibido tan favora- 
blemente en los Estados Unidos de América que se convirtió en el prototipo 
de los textos de geometría elemental de este país. La primera traducción al ingl« J 
fue hecha en los Estados Unidos de América en 1819 por John Farrar, de h 
Universidad de Harvard. La siguiente traducción al ingiés fue hecha en 1824 po f J 
el famoso literato escocés Thomas Carlyle, quien en sus primeros anos fue profesor 
de matemátìcas. La traducción de Carlyle tuvo 33 ediciones americanas. 

! 
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; Gauss fue, sin duda alguna, el primero en alcanzar conclusiones pe- 
netrantes referentes a la hipótesis del ángulo agudo, pero como durante su 
vida no publicó nada sobre el tema, el honor del descubrimiento de esta 
geometría no euclidiana particular debe compartirse con Bolyai y Lobachevs- 
■ ky. Bolyai publicó sus hallazgos en 1832 en un apéndice a una obra mate- 

j mática de su padre. Posteriormente se supo que Lobachevsky, separado 

del resto del mundo científico por las barreras de la distancia y el lenguaje, 
había publicado hallazgos semejantes en 1829-1830. Debido a la prioridad 
de Lobachevsky en la publicación, la geometría de la hipótesis del ángulo 
agudo se ha dado en llamar geometría lobachevsquiana. 

La independencia real del postulado de las paralelas de.los demás pos- 
tulados de la geometría euclidiana no fue incuestionablemente establecida 
| sino hasta que fueron proporcionadas las demostraciones de compatibilidad 
de la hipótesis del ángulo agudo. Estas no tardaron en llegar y fueron realiza- 
das por Eugenio Beltrami, Arthur Cayley, Felix Klein, Henri Poincaré y 
otros. E1 método consistió en crear un modelo dentro de la geometría 
euclidiana de modo que al desarrollo abstracto de la hipótesis del ángulo 
agudo se pudiera dar una interpretación euclidiana en el modelo. Entonces, 
cualquier incompatibi)idad en la geometría no eudidiana implicaría una 
incompatibilidad correspondiente en la geometría euclidiana. Considcra- 
remos dicho modelo, debido a Poincaré, en el siguiente capítulo. 

En la famosa xonferencia de su tesis de graduación de 1854, Bernhard 
I Riemann (1826-1866) demostró que si se descarta la infinidad de una 
recta y simplemente se admite que es indefinida, entonces, con algunos 
otros ligeros ajustes de los postulados restantes, se podría desarrollar otra 
geometría no euclidiana compatible con la hipótesis del ángulo obtuso. 
E1 trabajo de Riemann inauguró un segundo período en el desarrollo de la 
geometría no euclidiana, período caracterizado por el empleo de los métodos 
( 6e la geometría diferencial, en lugar de los métodos antcs utilizados de la 
I y geometría sintética elemental. A este trabajo debemos una considerable 
generalización del concepto del espacio que ha conducido, en épocas más 
recientes, a la teoría extensa e importante de los espacios abstractos; parte 
de esta teoría ha encontrado aplicación en la teoría física de la relatividad. 

Después del descubrimiento de las dos geometrías no euclidianas que 
resultaron de las hipótesis de los ángulos agudo y obtuso, se han inventado 
otras geometrías no euclidianas. Gualquier geometría cuya base postula- 
oional contradiga algún postulado de la euclidiana puede, con todo derecho, 
Eamarse geometría no euclidiana. Realmente, Riemann fue el originador 
de una clase completa de geometrías no euclidianas. Estas han recibido un 
estudio intensivo en épocas recientes y generalmente se llaman geometrías 
r iemannianas. Otra geometría no euclidiana çs la ideada por Max Dehn, en 
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la cual se su])rime el postulado de Arquímedes; dicha geometría se llamal 
inás frecucntemente geometría 110 arquimedìana. La invención de estas | 
nuevas geometrías no sólo liberó a la geometría de su tradicional molde Ç 
euclidiano. sino quc, como veremos en el siguiente capítulo. modificó | 
considerablcmcntc los conccptos anteriores de las matemáticas en general I 
y condujo a un estudio profundo de los fundamentos de esta materia y a 
un desarrollo más amplio del método axiomático. 

. . 1 

Las consecucncias deductivas de la base postulacional euclidiana con í 

el postulado de las paralelas suprimido constituyen lo que se llama geome- 
tría absoluta; contiene las proposiciones que son comunes a las geometrías % 
cuc.lidiana y Iobachevsquiana. Entre estas proposieiones comunes se cn- | 
( uentran las primeras 28 proposiciones dcl lìbro I de Euclides. E1 lector § 
obscrvará cjuc en el Apéndice I, donde se cìan las cuarenta y ocho proposi- | 
ciones del primcr Iibro cîe los Elementos de Euclidcs, las primeras veinti- 
ocho cstán separadas, por convcnicncia, de las \-cinte restantes. Cuando se |j 
trabaja cn la geometría lobachcvsquiana, cl estudiante puede rccurrir con 
confianza a cualquicra de estas veintiocho primcras proposiciones. 


PROBLEMAS 

7.1- 1 Demuestrese que el postulado de Playfair y el quinto postulado 
de. Euclides son equivalentes. (Sc. pucde utili/ar cualquicra de las pri- 
me.ras veintiocho proposicioncs de Eudidcs.) 

7.1- 2 Demuéstrese que cada uno de los siguicntes enunciados es equi- 
valente al postulado dc Playfair: 

a) Si una recta corta a una de dos paralelas, cortará también a la 
otra. 

b) 'l'odas las rectas cjue sean paralelas a la misma rec.ta serán paralelas 
cntre sí. 

7.1- 3 Demuéstn’se ijuc el postulado de Playfair y cl enunciado k ‘La 
suma de. los ángulos de un tfiángulo es siemprc igual a dos rec.tos”, son 
equivaìentes. 

7.1- 4 PLillcsc cl sofisma de îa siguiente v ‘demostracióri 5 , dada por 
B. F. Thibaut (1809) dcl quinto postulado dc Euclides: Golóquese una regla 
con su borde coincidiendo con el lado CA de un triángulo ABC. Gírese la 
rcgla sucesivamente alredcdor de los tres vórtices, A 7 B y C, en el sentido 
ABC, de modo que coincida en cada giro con AB, BC y CA. Cuando la 
regla vuelva a su posición original, habrá girado cuatro ángulos rectos. Pero 
toda la rotación está formada ]3or tres rotaciones igualcs a los ángulos exte- 
riorcs del triánguìo. Se deduce entonc.es quc. la suma de los ángulos del 
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triángulo debe ser igual a dos ángulos rectos, y de esto.se desprende el 
postulado de las paralelas de Euclides. 

7.1- 5 Hállese el sofisma de la siguiente u demostración 53 5 dada por J. 
D. Gergonne (1812), del quinto postulado de Euclides: Sean PA y QB } 
que están en el mismo plano y al mismo lado de PQ, perpendiculares a 
PQ. Entonces PA y QB son paralelas. Sea PG el último rayo, que pasando 
por P y quedando dentro del ángulo QPA> corte QB. Prolónguese QB hasta 
un punto K más allá del punto de intersección de PG con QB } y tráccse PK. 
Se deduce que PG no es el último rayo que pasando por P corte a QB y que, 
por tanto, todos los rayos que pasan por P y que están dentro del ángulo 
QPA tienen que encontrar a QB. En consecuencia, por el punto P sólo hay 
una recta paralela a la QB, y se desprende el quinto postulado de Euclides. 

7.1- 6 Hállese el sofisma de la siguiente “demostración 55 , dada por 
J. K. F. Hauff (1819), del quinto postulado de Euclides: Sean AD, BE } 
CF las alturas de un triángulo equilátero, ABC, y sea O el punto de con- 
currencia de estas alturas. En el triángulo rectángulo ADC , el ángulo 
agudo CAD es igual a la mitad del ángulo agudo ACD. Por tanto, en el 
triángulo rectángulo AEO, el ángulo agudo OAE es igual a la initad 
del agudo AOE. Se verifica un razonamiento semejante para cada uno de 
los seis pequenos triángulos rectángulos del cual AEO es típico. Se deduc.c 
ahora que la suma de los ángulos del triángulo ABC es igual a la mitad 
de la suma de los ángulos formados aîrededor de O, csto es, igual a dos 
rectos. Pero se sabe que la existencia de un solo triángulo cuya suma de sus 
ángulos sea igual a dos rectos es suficiente para garantizar el quinto pos- 
tulado de Euclides. 

7.1- 7 Demuéstrese que las proposiciones I 27 e I 28 garantizan, c.on 
la suposición de la infinidad de las rectas, la existencia de por lo menos una 
recta que pase por un punto dado y sea paralela a una rccta dada quc. no 
pase por dicho punto. 

7.1- 8 Demuestren, por simples teoremas de congruencia (que no 
requieran el postulado de las paralelas), los siguientes teoremas respecto a 
los cuadriláteros de Saccheri: 

a) Los ángulos en la cima de un cuadrilátero de Saccheri son iguales 
entre sí. 

b) La recta que une los puntos medios de la base y la cima de un 
cuadrilátero de Saccheri es perpendicular tanto a la base como a la c.ima. 

c) Si desde los extremos de la base de un triángulo se trazan perpen- 
diculares a la recta que pasa por los puntos medios de los otros dos lados, 
se forma un cuadrilátero de Saccheri. 

d) La recta que une los puntos medios de los lados iguales de un 
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cuadrilátero de Saccheri es perpendicular a la recta que une los puntos | 
medios de la base y la cima. I 

7.1- 9 Demuéstrese que un cuadrilátero de Lambert puede considerarse f 
como la mitad de un cuadrilátero de Saccheri. 

7.1- 10 Un grado esférico de una esfera dada se define por una área î 
esférica igual a (1/720) de la superficie completa de la esfera. E1 exceso 
esférico de un triángulo esfcric.o se define por el exceso, medido en grados : 
de ángulo, de la suma de los ángulos del triángulo por encima de 180°. | 

a) Demuéstrese que el área de un huso esférico o lunula cuyo ángulo / 

es n° es igual a 2 n grados esféricos. J 

b) Demuéstrese que el área de un triángulo esférico 3 en grados esfé- 

ricos, cs igual al exceso csfcrico del triángulo. ff 

c) Demuéstrese que el área A de un triíingulo esférico de exceso esfé- 
rico E° está dado por 

A = Trr'E°/m o , 


donde r es el radio de la esfera. Esto demuestra que, para una esfera dada, 
el área dc un triángulo csfcrico cs proporcional a su exceso esférico. 

7.1- 11 Complétense los detalles de la siguiente demostración del 
primer teorema de Legendre: “La suma dc los tres ángulos de un trián- 
gulo no pucdc ser mayor que dos rectos”. Compruébese que la demostra- 
ción supone la.infinidad dc una recta. 

Supongamos que la suma de los ángulos de un triánguìo ABC es 180° 
+ 6, y quc el ángulo CAB no cs mayor quc ninguno de los demás. Unase 
A con D, el punto medio dc BC, y prolóngucse AD, cn su propia longitud, 
hasta E. Dcmu6strc.sc que los triángulos BDA y CDE son congruentes y, en 
consecuencia, que la suma de los ángulos dc un triángulo AEC también 
es igual a 180° + 6. Uno de îos ángulos CAE y CEA no es mayor 
que i < CAB. Aplíquesc el mismo proccdimicnto al triángulo AEC, obtenien- 
do un terc.er triángulo cuya suma de los ángulos es 180° + 0 y uno de cuyos 
ángulos no cs mayor que {i)-<CAB. Aplicando îa construcción n veces, 
se lîega a un triángulo cuya suma de los ángulos es 180° + 6 y uno de 
cuyos ángulos no es mayor quc ( ì) n <CAB . Pero (por el postulado de Ar- 
químedes) existe un entero k tal que k0 > <CAB. Elijase n tan grande 
que 2 n > k. Entonces 6 > {i) n <CAB, y la suma de dos de los ángulos 
del íiltimo triángulo ticne que ser mayor que 180°. Pero esta conclusión 
contradice la proposición I 17. 

7.1- 12 En un esfuerzo para eliminar la hipótesis del ángulo agudo, 
Legendre trató de obtener, con esta hipótesis, un triángulo que contuviera 
a un triángulo dado al menos dos veces. Procedió en la forma siguiente: 
Sea ABC un triángulo tal que el ángulo A no sea mayor que ninguno de 
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los otros dos. Constrúyase sobre el lado BC un triángulo BCD congruente 
al ABC, con el ángulo DCB igual al B, el ángulo DBC igual al C, y con 
D al lado de BC opuesto al que está A. Por D trácese una. recta que corte 
a AB y AC prolongadas en E y F, respectivamente. Entonces, el triángulo 
AEF contiene el ABC al menos dos veces. 

a) Demuéstrese que esta construcción admite que por un punto que 
está dentro de un ángulo dado menor que 60° puede siempre trazarse una 
recta que corte a los dos lados del ángulo. (Esto ? hemos visto que equivale 
al quinto postulado.) 

b) Si la construcción anterior hubiese sido independiente del quinto 
postulado, ^cómo podría haber eliminado la hipótesis del ángulo agudo? 

7.1- 13 Considerando el primer teorema de Legendre (véase el pro- 
blèma 7.1-11 ), demuéstrese la siguiente sucesión de teoremas acreditados 
a Legendre. 

a) Si la suma de los ángulos de un triángulo es igual a dos rectos ; 
entonces se verifica lo mismo para cualquier triángulo obtenido del dado 
trazando una ceviana que pase por uno de sus vértices. 

b) Si existe un triángulo con la suma de sus ángulos igual a dos rectos, 
entonces se puede construir un triángulo rectángulo isósceles cuya suma 
de sus ángulos sea igual a dos rectos y sus catetos mayores en longitud que 
cualquier segmento de recta dado. 

c) Segundbteorema de Legendre. Si existe un solo triángulo cuya suma 
de sus ángulos sea igual a dos rectos^ entonces la suma de los ángulos de 
todo triángulo será igual a dos rectos. 

d) Si existe un solo triángulo cuya suma de sus ángulos sea menor 
que dos rectos, entonces Ja suma de los ángulos de todo triángulo será 
menor que dos rectos. 

7.1- 14 Demuéstrese que la suposición de la existencia de triángulos 
semejantes no congruentes es equivalente al quinto postulado. 

7.1- 15 Demuéstrese que la suposición de la existencia de un par de 
rectas en que todo punto de una cualquiera se encuentre a igual distancia 
de la otra, es equivalente al quinto postulado. 

7.2 Geometría plana Iobachevsquiana; paralelas e hiperparalelas. En 
este artículo y en los dos siguientes desarrollaremos parte de Ia geometría 
del plano lobachevsquiano. Gomo se dijo al final del artículo anteríor, se 
hará uso libre de las primeras veintiocho proposiciones de los Elementos 
de Euclides. Estas veintiocho proposiciones son independientes del postu- 
lado de las paralelas y, por tanto., se verifican en la geometría lobachevs- 
quiana igual que en la euclidiana. E1 léctor hallará estas proposiciones 
en el Apéndice. 
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En lugar del postulado de las paralelas de Euclídes ha-:ernos la siguiente 
suposición: 

7.2.1 El postulado de las paralelas lobachevsquiano. Si P es 
un punto que no está en la recta ÀB (fig. 7.2a) y sì Q es el pie de la per - 
pendicular desde P hasta. AB 5 hay desde P dos rayos, PX, PY 5 que no coinci- 
den en la misma recta y no cortan a AB, y tales que cualquier rayo PZ desde 
P y que quede dentro del <XPY que contiene a PQ, cortará a AB.* 
Procedemos ahora con el desarrollo.. 


7.2.2 Teorema. En la figura 7.2a, cualquier recta que pase por P y 
que 7io quede dentro de <XPY que contiene a PQ> no cortará a la recta AB. 

Pues si dicha recta cortara a la AB, entonces el ravo PX o el PY ten- 
dría que cortar a la recta AB. 



Fio. 7.2a 


' 7.2.3 Definiciones. Llamaremos a las rectas PX y PY } de la figu- 
ra 7.2a, las paralelas a la recta AB que pasan por P. La recta dirigida 
PX se dice que es paralela a la recta dirigida AB, y PY se dice que es 
paralela a BA. Las rectas que pasan por P y que no quedan dentro del 
<XPY que contiene a PQ, se llamarán hìperparalelas a la recta AB que 
pasan por P. 

7.2.4 Teorema. Si Q es el pie de la perpendicular desde el punto P 
a la recta AB y ipPX y PY son paralelas a la recta AB que pasan por P, en- 
tonces los ángulos XPQ y YPQ son ángulos agudos iguales. 

Supongamos que <YPQ > <XPQ. Tómese (fig. 7.2b) el <MPQ = 
<XPQ. Entonces^ PM queda dentro del <YPQ, y, por tanto, deberá cortar 
a la recta. AB en un punto N. Tómese sobre AB, en el lado de Q opuesto al 
que está N, QK — QN, y trácese PK. Entonces, los triángulos NPQ y KPQ 
son congruentes (por I 4) y <KPQ = <MPQ — <XPQ. Por tanto, P% 

* Por conveniencia para nuestro breve tratamiento hemos elegido una forma 
más concentrada del postulado lobachevsquiano de las paralelas., de lo que realmente 
se necesita. 
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y PK coinciden. Pero esto es imposible^ porque PX no corta a AB. En 
consecuencia. *%.YPQl j> <£XPQ. Análogamente podemos demostrar que 
<XPQ > <YPQ. Se deduce que <YPQ = <XPQ . 

Ahora bien, los ángulos YPQ y XPQ no son rectos, pues si lo fueran., en- 
tonces PY y PX estarían en la misma recta, lo cual no sucede. Los ángulos 
YPQ y XPQ no son obtusos, porque si lo fueran, la recta SPR que pasa 



A N Q K B 

Fig. 7.2b 

por P y es perpendicular a PQ quedaría dentro del <XPY que contiene 
a PQ y 5 por tanto 5 tendría que cortar a la recta AB, lo cual no sucede 
(por I 28). Se deduce que los ángulos YPQ y XPQ son agudos. 

7.2.5 Gorolario. Hay una infinidad de hiperparalelas a la recta AB 
que pasan por un punto P que no está en AB. 

7.2.6 Definicíón. E1 ángulo XPQ (o el YPQ) de la figura 7.2b se 
llama ángulo de paralelismo en P para la recta AB. 



A Q S M B 


Lg. 7.2c 

7.2.7 Teorema. Si PX es paralela a AB y R es un punto de PX tal 
que P y R están del mismo lado de X, entonces RX es paralela a AB. (Esta 
se llama propiedad de transmisibilidad del paralelismo.) 

Caso 1 (R entre P y X) : trácense PQ y RS (fig. 7.2.c) perpendiculares 
a AB . Sea RT un rayo trazado desde R y que quede dentro del <SRX. 
Tómese un punto U en el rayo RT del mismo lado de AB que P. Trácese 
Tt/. Entonces, PU tiene que cortar a AB en un punto M. Se deduce que RU 
debe cortar a SM, y RX es paralela a AB. 
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Caso 2 (P entre R y X) : La demostración es la misma que la del caso 1, | 
aparte de que tomamos para U un punto cualquiera en la prolongación | 
hacia atrás del rayo RT (fig. 7.2d). | 

7.2.8 Teorema. Si CD es paralela a AB ; entonces AB es paralela 
a CD . (Esta se llama propiedad de simetría del paralelismo.) 



Fig. 7.2d | 

Considerando la figura 7.2e, tómese P, un punto de CD } y trácese PQ 
perpendicular a AB y QR perpendiculaf a CD. Por I 16 se deduce que R ! 
debe estar en el rayo PD. Sea QE un rayo cualquiera que pase por Q y 
quede dentro del <RQB. Trácese PF perpendicular a la recta QE. Enton- 



Fig. 7.2e | 

ces 3 nuevamente por I 16, F está en el rayo QE . Sobre PQ tómese PG = PF- 
Por I 18, G está entre P y Q. Trácese GH perpendicular a PQ. Constrúyase | 
el = <.FPD y prolónguese PI tal que corte a AB en /. Como Gtì 

corta al lado PQ del triángulo PQJ, pero no corta (por I 28) al lado Q] } | 
debe cortar al lado PJ en algún punto, K. Sobre PD tómese PL = PK y 
trácese FL. Como los triángulos PGK y PFL son congruentes (por Î4), 
se deduce que el <PFL es recto. Pero <PFE es un ángulo recto. En 
consecuencia, QE cae sobre FL y, por tanto, corta a PD en L. Se deduce 
ahora que AB es paralela a CD. (Esta demostración se debe a Lobachevsky.) 
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7.2.9 Teorema. Si ÀB y GD son paralelas a EF, entonces ÀB es pa- 
ralela a CD. (Esta se llama propiedad de transitividad del paralelismo.) 

Caso 1. ( EF entre AB y CD) : Considerando la figura 7.2f ; únase 
iin punto A' de AB con uno C' de CD y sea A ; H un rayo que pase por A' 
y quede dentro del <C'A'B'. Como AB es paralela a EF, A'H corta a EF 

A 



Fig. 7.2.f 

en un punto I. Trácese C'I. Como EF es paralela a CD, A'I prolongada 
debe cortar a CD. Como AB no corta a CD (y si la cortara,, tendría que 
cortar a EF), pero todo rayo A'H que quede dentro del <.C ; A'B' corta 
a CD, se deduce que AB es paralela a CD. 



E - +-F 


Tig. 7.2 g 

Gaso 2. {AB y CD en el mismo lado de EF) : Considerando la figu- 
ra 7.2g ; sea GH la paralela a CD que pasa por el punto G de AB. Entonces, 
por el caso 1, GH es paralela a EF. Se deduce que AB coincide con GH 
Yì por tanto., AB es paralela a CD. (Esta demostración se debe a Gauss.) 

7.2.10 Definigiones. Una figura (fig. 7.2h) formada por dos rayos 
paralelos y un segmento rectilíneo que una los orígenes de los rayos se 
Hama triángulo límite . Dicho segmento que une los orígenes se llama lado 
finito del triángulo límite, y los ángulos en sus extremos se llaman ángulos 
del triángulo límite. 

7.2.11 Teorema. Un ángulo exterior de un triángulo límite es mayor 

que el ángulo interior opuesto. ^ 
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Supongamos (fig. 7.2i) que <CAX < <CBY. Tómese el <CAD ~ 
<CBY. Entonces, AD quedará dentro del <BAX y, por tanto> deberá cor- 
tar a BY en cierto punto E. Entonces, en el triángulo ABE. el ángulo 
exterior, CAE, es igual al ángulo interior opuesto. ABE. Pero esto contra- 
dice I 16. Se deduce que <CAX <CBY. 

Supongamos (fig. 7.2j) que <CAX — <CBY. Sea L el punto medio 
de AB. Trácese NLM perpendicular a AX. Entonces, los triángulos LAM y 



Fig. 7.2j 

LBN son congruentes (por I 26). Se deduce que <BNL — <AML = nn 
ángulo recto. Entonces <AML es el ángulo de paralelismo en M para la 
recta BY. Pero esto es imposible, pues un ángulo de paralelismo es agudo. 
Se deduce que <CAX <CBY. 

Concluimos ahora que <CAX > <CBY, y el teorema se ha establecido. 

7.2.12 Teorema. Si, en dos triángulos límites, los lados finitos son 
iguales y un ángulo de uno es igual a un ángulo del otro, entonces los dos 
ángulos restantes son también iguales. 


— /y r **^ '' -h 1 ’ r~w ^ w r *-v 1 11 Th ‘-« - *}‘ ~V ^ -t- " ’ «r/ \r V. r V ; * , * 
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|h Considerando la figura 7.2k ? sea AB = A'B' y <A = <A'. Supongamos 
que <B > <B'. Tómese el <ABC — <B f . Entonces, BC debe cortar a 
AX en cierto punto D. Tómese sobre A'X\ A'D' = AD, y trácese B'D'. 
Entonces, los triángulos BAD y B'A'D' son congruentes (por I 4), y <A'B'D' 
l'- = <B'. Pero esto es imposible. Se deduce que <B <B '. 

Análogamente, <.8' <R Esto es 3 <B = <B'. 




Fig. 7.2k 

7.2.13 Teorema. Si, en dos triángulos límites, los dos ángulos de uno 
son iguales a los dos del otro, entonces los dos lados finitos de los triángulos 
también son iguales. 

Considerando la figura 7.21, supongamos que AB > A'B'. Tómese 
AC = A'B' y sea CZ la paralela por C a AX y BY. Por el teorema 7.2.12, 
<ACZ = <B' ~,<B. Pero esto contradice el teorema 7.2.11. Se deduce 
que AB |j> A'B'. Ânálogamentej A'B' J> AB. Por tanto, AB = A'B'. 




; Fig. 7.21 

7.2.14 Teorema. El dngulo de paralelismo en P para una recta AB 
sólo depende de la distancia, PQ, de ? a AB, y disminuye a medida que 
PQ aumenta. 

Esto es una consecuencia inmediata de los teoremas 7.2.12 y 7.2.11. 

7.2.15 Notación. Si P (fig. 7.2m) está a una distancia h de la recta 
AB, designaremos, siguiendo a Lobachevsky, eì ángulo de paralelismo en P 
para la recta AB por el símbolo II (/z). 

Demostraremos posteriormente que II (h) = 2 arc t ge~ h si se elige la 
unidad de longitud como la distancia correspondiente al ángulo de paraìe- 
lismo a. = 2 arc tg e* 1 . ^ 
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La relación entre la distancia h de un punto P a una recta AB y el 
ángulo II (A) de paralelismo en P para la recta AB revela una característica 
interesante de la geometría Iobachevsquiana que no tiene la euclidiana. 
Tanto en la geometría euclidiana corao en la lobachevsquiana, los ángulos 
tienen una unidad natural de medida (el ángulo recto 5 o cierta parte frac- 
cionaria dada de él) que puede definirse geométricamente, y que si 
se perdiera podría reconstruirse geométricamente. E1 hecho de que exis- 
ta una unidad de ángulo que tenga una conexión estructural de este 
tipo con la geometría se expresa por los matemáticos diciendo que los án- 
gulos son absolutos en las dos geometrías. Ahora bien 5 en la geometría eucli- 



Fig. 7.2m 

diana^ es evidente que las longitudes no son absolutas; no hay unidad 
natural de longitud estructuralmente conectada con la geometría. Las Ion- 
gitudes tienen que medirse en función de cierta unidad de longitud arbitra- 
riamente elegida, y si esta unidad de longitud se destruyera no podría 
reconstruirse geométricamente. Los matemáticos expresan este hecho di- 
ciendo que en la geometría euclidiana las longitudes son relativas , La carac- 
terística interesante de la geometria lobachevsquiana es que no sólo los 
angulos, sino también las longitudes^ son absolutos. Porque a cada ángulo 
n(À) de paralelismo se asocia una distancia definida^ h } y, por tanto, se 
puede obtener a partir de una unidad de medida angular una unidad corres- 
pondiente de medida lineal. 

PROBLEMAS 

7.2- 1 Si PX y PY son ambas paralelas a la recta AB, demuéstrese 
que Ia bisectriz del <APT es perpendicular a AB. 

1.2- 2 Un triángulo límite se dice que es isósceles si sus dos ángulos 
son iguales. Demuéstrese que si los lados finitos de dos triángulos líraites 
isósceles son iguales, entonces los ángulos de uno de los triángulos h' 
mites son iguales a los del otro. 
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7.2- 3 Demuéstrese que la suma de los ángulos de un triángulo límite 
es siempre menor que dos rectos. 

; 7.2-4 Demuéstrese que si una transversal corta dos rectas, haciendo 

í que la suma de los ángulos interiores del mismo lado sea igual a dos rectos/ 
entonces las dos rectas son hiperparalelas entre sí. 

I' 7.2-5 Se dan cuatro segmentos AC, BD, A'C ', B'D'. Si AC es paralela 
a BD, AB — A'B'\ <BAC = <B'A'C' } y <ABD = <A'B'D\ demuéstrese 
que A'C' es paralela a B'D'. 

7.2- 6 Demuéstrese que la mediatriz del lado finito de un triángulo 
límite isósceles es paralela a los dos lados paralelos de dicho triángulo 3 y 
que cualquier punto de la mediatriz está a igual distancia de los lados pa- 
ralelos del triángulo límite. 

7.2- 7 Si la mediatriz del lado finito de un triángulo límite es paralela 
a los lados paralelos de dicho triángulo ; demuéstrese que el triángulo límite 
es isósceles. 

7.2- 8 Si en dos triángulos límite 3 un ángulo del primero es igual a 
uno del segundo 5 pero el lado finito del primero es mayor que el lado finito 
dél segundOj demuéstrese que el otro ángulo del primero es menor que el 
otro ángulo del segundo. 

7.2- 9 a) Exprésese una distancia h en función de su ángulo asociado 
de paralelismo. b) Demuéstrese que a medida que h aumenta desde 0 
hasta oo, el áng-ulo correspondiente de paralelismo disminuye desde 
90° hasta 0°. c) Demuéstrese que, “en lo pequeno 5 ’, la geometría loba- 
chevsquiana se aproxima a la euclidiana. 

7.2- 10 a) ^Por qué conserva la Oficina de Estándares, o normas, una 
unidad estándar de longitud, pero no una unidad estándar de ángulo? 
b) En la geometría esférica (esto es, la geometría sobre la superficie de una 
esfera dada) ^son las longitudes absolutas o relativas? 

7.3 Geometría plana lobachevsquiana; cuadriláteros de Saccheri. Con- 
tinuaremos nuestro estudio de la geometría plana lobachevsquiana con un 
examen de algunas propiedades de los cuadriláteros de Saccheri y de ciertas 
| consecuencias importantes de dichas propiedades. 

7.3.1 Depiniciones. Un cuadrilátero ABCD en que = <B = 
90° y AD — BC se llama cuadrilátero de Saccheri. AB se llama base, DC 
la cima y los ángulos D y C, ángulos en la cima. 

7.3.2 Teorema. Los ángulos en la cima de un cuadrìlátero de Sac- 
cheri son iguales y agudos. 

Considerando la figura 7.3a, trácense las diagonales AC y BD. Como los 
triángulos DAB y CBA son congruentes (por*J4), tenemos AC = BD. Se 


Geometría, I.—22. 
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deduce entonces que los triángulos ADC y BCD son congruentes (por I8),| 
de donde <ADC = <BCD. Para demostrar que estos ángulos son agudos,! 
sean CX y DY las paralelas por C y D a AB. Por el teoremá 7.2.11, <ECX 1 
> <EDY. Pero, por el teorema 7.2.14, <BCX = <ADY. Se deducet 
que <BCE > <ADE. Pero <ADE = <BCD. En consecuencia, el <BCD i 
es agudo. 

D C E | 

X § 

Y | 


A B i 

Fig. 7.3a . | 

7.3.3 Teorema. Líz çuíe los puntos medios de la base y la 

cima de un cuadrilátero de Saccheri es perpendicular a ambas. 1 

Sea M (fig. 7.3b) el punto medio -de la base AB y N eì punto medio 
de la cima, DC. Trácense MC y MD. Gomo los triángulos DAM y CBM | 
son congruentes (por 14), tenemos que MD = MC. Luego tenemos (por| 

D N C : : 


A M B j 

Fig. 7.3b 1 

I 8) que el triángulo DNM es congruente a CNM , de donde <DNM ^ I 
<CNM = 90°. Análogamente, trazando NA y NB } demostraremos que J 
<AMN = <BMN = 90°. | 

M 

7.3.4 Teorema. Dos cuadriláteros de Saccheri son congruentes si tw- g 
nen cimas iguales y ángulos en la cima iguales. | 

Supongamos, en la figura 7.3c, que AD > A'D'. Tómense en DA y | 
DR = D'A' y CS = C'B'. Trácese RS . Entonces, RSCD es congruente 
a A'B'C'D'. Se deduce que <ARS = <BSR >= 90°, lo que contradice el i 
teorema 7.3.2 cuando se aplica al cuadrilátero de Saccheri ABSR. Esto - 
demuestra el teorema. J 
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7.3.5 Teorema. La suma de los ángulos de un triángulo es menor 
que dos dngulos rectos. 

Sean L, M (fig. 7.3d) los puntos medios de los lados AC y BC de un 
triángulo ABC. Sean AD, BE y CF las perpendiculares desde A, B, C a la 
recta LM. Por I 26 5 los triángulos ADL y CFL y los BEM y CFM son con- 



Fig. 7.3c 

gruentes. Se deduce que AD = CF = BE, y DEBA es un cuadrilátero de 
Saccheri con base DE. Por tanto, <DAB y < ABE son ángulos agudos. 
Pero <DAB = < DAL + <LA B = <FCL + <LÂB^y <ÂBE = 
<ABM + <MBE = <ABM + <MCF. En consecuencia 5 1S0° > <DAB 
+ <ABE = <LAB + <FCL + <MCF + <ABM = <A + <C + 
<B. 



A B A B 


Pig. 7.3d 

7.3.6 Definigión. La deficiencia de la suma de los ángulos de un 
triángulo por debajo de dos rectos se llama defecto del triángulo. 

7.3.7 Teorema. Dos triángulos son congruentes si los tres ángulos de 
uno son iguales a los tres del otro. 

En la figura 7.3e ; sean <A = <A\ <B = <B' y <C — <C\ y 
supongamos que los triángulos no son congruentes. EntonceSj AB A r B f . 
SupongamoSj sin pérdida de generalidad., que AB > A'B'. En AB y AC 
tómense AD y AE iguales a A'B' y A'C', fespectivamente. Ahora bien, E 
debe caer en C , en AC prolongada, o entre A y C. Si E cae en C, entonces 
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A'C' = AC y los triángulos son congruentes (por I 26 ), lo que contradice 
nuestra suposición de que no lo son. Si E cae en AC prolongada tenemos 
una situación que contradice I 16. Por tanto, E tiene que caer entre A y C. 
Se deduce entonces que la suma de îos ángulos del cuadrilátero BCED es 
de cuatro rectos. Pero esto es imposible por el teorema 7.3.5 ; puesto que 
el cuadrilátero puede cortarse en dos triángulos. E1 teorema se desprende 
ahora. 

A 


Fig. 7.3e 



7.3.8 Observación. EI teorema 7.3.7 demuestra que en la geometría 
lobachevsquiana, las figuras no congruentes semejantes no pueden existir. 

7.3.9 Teorema. Si un triángulo se divide en dos subtriángulos por 
una recta ceviana, entonces, el defecto del triángulo es igual a la suma de los 
defectos de los dos subtriángulos . 



Fio. 7.3f 

Considerando la figura 7.3f tenemos 

defecto ABC = 180° — (a^ + a 2 + /? 2 + Ti) 

= 360° — (<* x + fii + Yi + cí 2 + + 72 ) 

— (180° — («! + /?i + yi)] + [180° — (a 2 + fí 2 + yn)] 
= defecto ADC + defecto ABD. 
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7.3.10 Teorejvía. Si un triángulo se diseca en subtriángulos en cual- 
quier forma, el defecto del triángulo es igual a la suma de los defectos 
de los subtriángulos. 

Por cortes adicionales, la disección dada puede convertirse en una disec- 
ción de cevianas (véase el teorema 5.2.9). E1 teorerna se desprende ahora 
del 7.3.9. 

7.3.11 Teorema. Si dos triángulos, Ti y T 2j son congruentes por adi - 
ción } entonces tienen iguales defectos. 

Gomo Ti ^ T -2 (+), se deduce que T x y T 2 pueden disecarse en el mismo 
conjunto de subtriángulos. Por consiguiente, por el teorema 7.3.10, y T 2 
tienen defectos iguales. 

7.3.12 Lema. Un triángulo es congruente por adición con un cuadri- 
látero de Saccheri cuya cima sea igual a un lado dado del triángulo y cada 
uno de cuyos ángulos en la cima sea igual a la mitad de la suma de los 
ángulos del triángulo. 

Designemos el triángulo por ABC ỳ sea AB el lado dado. Sean L y M 
los puntos medios de los lados AC y BC } respectivamente, y sean D, E, F los 
pies de las perpendiculares bajadas desde A, B y C a la recta LM. Entonces, 
como en la dempstración del teorema 7.3.5, DEBA es un cuadrilátero de 
Saccheri con la 'cima AB y con cada ángulo en la cima igual a la mitad 
de la suma de los ángulos del triángulo. Dejamos que el lector demuestre 
que el triángulo ABC es congruente por adición al cuadrilátero de Saccheri 
DEBA. Hay varios casos a considerar, uno de los cuales se ilustra en la 
figura 7.3d. 

7.3.13 Teorema. Dos triánguîos con un lado de uno igual a un lado 
del otro y que tengan defectos iguales son congruentes por adición. 

Sean los triángulos ABC y A'B'C', donde AB = A'B'. Por el lema 7.3.12, 
el triángulo ABC es congruente por adición al cuadrilátero de Saccheri de 
cima AB y ángulos en la cima iguales cada uno a la mitad de la suma 
de los ángulos del triángulo ABC. Análogamente, el triángulo A'B'C' es 
congruente por adición al cuadrilátero de Saccheri de cima A'B' y ángulos 
en la cima iguales cada uno a la mitad de la suma de los ángulos del 
triángulo A'B'C'. Por el teorema 7.3.4, los dos cuadriláteros de Saccheri 
son congruentes. Se deduce (teorema 5.1.3) que el triángulo ABC es con- 
gruente por adición al A'B'C'. 

7.3.14 Teorema. La recta que pasando por el punto medio de un lado 

de un triángulo , es perpendicular a la mediatriz de un segundo lado , biseca 
al tercer lado. * 
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Sea E (fig. 7.3g) el punto medio del lado AC y RT la mediatriz del lado | 
BC * de un triángulo ./tTC. Trácese por E la recta l perpendicular a i?T y 1 
que la corte en S. Pero la recta que pasa por los puntos medios 3 F y E, de 1 
AB y AC es perpendicular a T7" (por el teorema 7.3.3 aplicado al cuadri- 1 
látero de Saccheri, MNCB). Se desprende que / coincide con FE, o sea^ que I 
/ biseca el lado AB. • 1 



Fig. 7.3g | 

I 

jl 

7.3.15 Teorema. Dos triángulos cualesquiera con el mismo defecto | 
son congruentes por adicìón. Jf 

Sean ABC, A'B'C' (fig. 7.3h) dos triángulos con el mismo defecto. Ya | 
se ha demostrado (teorema 7.3.13) que si un lado de un triángulo es igual | 
a un lado del otro^ los dos triángulos son congruentes por adición. Supón- I 
gase, entonces, que ningún lado de uno es igual a alguno del otro; en par- | 



Fig. 7.3h | 

ticular, supongamos que A'C' > AC. Unanse los puntos medios F y E de 
AB y ACj y trácense las perpendiculares AL, BM y CN a la recta FE. Már- | 
quese en la recta FE un punto E" tal que CE" = (A'C') /2. Esto puede j 
hacerse puesto que ( A'C') / 2 > CE > CN. Trácese CE" y prolónguese hasta | 
A" de modo que E"A" = CE". Trácese A"B> que cortará a la recta FE 
en F". Gomo (por el teorema 7.3.3) FE es perpendicular a la mediatriz de g 
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BC, y pasa por el punto medio, E", de CA", se deduce (por el teorema 
7.3.14) que F" es el punto medio de BA". Ahora bien 3 los triángulos ABC, 
A"BC tienen la misma suma de ángulos (es decir^ <MBC + <NCB) 
y un lado común BC • son^ por tanto., congruentes por adición. Pero los 
; triángulos A"BC y A'B'C' también tienen la misma suma de ángulos y el 
lado CA" de uno es igual al lado C'A' del otro; por tanto, son congruentes 
por adición. Luego se deduce (por el teorema 5.1.3) que los triángulos 
ABC y A'B'C' son congruentes por adición. 

7.3.16 Observagión. Se explica naturalmente que dos triángulos que 
sean congruentes por adición son de área igual. Podemos tomar entonces 
el defecto de un triángulo como la medida de su área> ya que las propieda- 
des esenciales de una medida de área son que dos triángulos con la misma 
área tengan la misma medida^ que dos triángulos con la misma medida 
tengan la misma área y que la medida de ún todo sea la suma de las medi- 
das de sus partes. En consecuencia, podemos decir, en la geometría loba- 
chevsquiana^ que el área de un triángulo es proporcional a su defecto. 

PROBLEMAS 

7.3- 1 Demuéstrese que los teoremas 5.1.3 y 5.2.9 son de geometría 
absoluta. 

7.3- 2 Complétese la demostración del lema 7.3.12. 

7.3- 3 Sq en el cuadrilátero ABCD, <A = ~ 90° 5 demuéstrese 

que <C 0 <D según que AD 0 BC. 

7.3- 4 Un cuadrilátero de Lambert es un uno que tiene tres ángulos 
rectos. 

a) Demuéstrese que el cuarto ángulo de un cuadrilátero de Lambert 
es agudo. 

b) Demuéstrese que los lados adyacentes al cuarto ángulo de un 
cuadrilátero de Lambert son mayores que sus lados opuestos respectivos. 

7.3- 5 ^Cuál es mayor, la base o la cima de un cuadrilàtero de Sac- 
cheri ? 

7.3- 6 Demuéstrese que dos cuadriláteros de Saccheri con bases igua- 
les y cimas iguales son congruentes, 

7.3- 7 Demuéstrese que la recta que une los puntos medios de los 
lados iguales de un cuadrilátero de Saccheri es perpendicular a la que une 
los puntos medios de la base y la cima y que biseca a ambas diagonales 
del cuadrilátero. 

7.3- 8 Demuéstrese que el segmento que une los puntos medios de dos 
lados del triángulo es menor que la mitad del tercer lado. (Este hecho 
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puede utilizarse como el postulado característíco de un desarrollo de la 
geometía lobachevsquiana.) 

7.3- 9 Demuéstrese que al menos dos ángulos de todo triángulo son 
agudos. 

7.3- 10 Demuéstrese que la suma de los ángulos de un polígono con- 
vexo de n lados es menor que n - - 2 rectos. 

7.4 Geometría plana Iobachevsquiana; puntos ideales y ultraideales. 
Hemos visto, en la geometría euclidiana plana, la conveniencia de intro- 
ducir ciertos puntos ideales 5 los llamados puntos en el infinito. Por este 
artificioj muchos teoremas que primeramente tenían excepciones se vuelven 
universalmente verdaderos. Una situación semejante ; pero más complicada, 
existe en la geometría lobachevsquiana plana. Mientras que en la geometría 
euclidiana plana tenemos sólo dos tipos de pares de rectas ; es decir ; áque- 
llos cuyas rectas se cortan ; y aquellos en que éstas son paralelas, en la 
geometría plana lobachevsquiana tenemos tres tipos de pares de rectas ; en 
que éstas se cortan ; en que son paraleìas y en que son hiperparalelas. Para 
proscribir los casos de excepción en ciertos teoremas de la geometría loba- 
chevsquiana plana ; tenemos que tratar de introducir una clase de puntos 
ficticios en que diremos que los pares de rectas paralelas se cortan ; y otra 
clase de puntos ficticios en que diremos que los pares de rectas hiperparale- 



las se cortan. Estas dos clases de puntos ficticios se conocen como puntos 
ideale s y puntos ultraideales ; respectivamente. Debemos establecer primero 
un teorema importante relativo a pares de rectas hiperparalelas. La demos- 
tración que damos se debe a David Hilbert (1862-1943), uno de los mate- 
máticos mundiales más famosos durante la primera mitad del siglo veinte. 

7 . 4.1 Teorema. Dos rectas hiperparalelas tienen una y sólo una per- 
pendicular común. 

Con referencia a la figura 7,4a ; sean / y m un par de rectas hiperpara- 
lelas. Selecciónense dos puntos A y B en l y trácense las perpendiculares AC 
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y BD sobre m. Si AC = BD, entonces CDBA es un cuadrilátero de Sacche- 
,ri 3 y la recta que une los puntos medios de AB y CD será perpendicular 
tanto a / corrio a m (por el teorema 7,3.3). 

Supongamos que AC BD y admitamos, sin perder generalidad, que 
AC > BD. En CA tómese CE = DB. En E trácese EF en el lado de AC 
en que está BD y de modo que *£CEF = <DBA', donde A' está en / sobre 
el lado de B opuesto al de A. 

Àhora demostraremos que EF, si se prolonga suficientementc, cortará a 
l en un punto K. Para hacerlo, considérense los rayos CC' y DD' paralelos 
a AA'. Estos rayos tienen que quedar dentro de los ángulos ACH y BDH, 
respectivamente, siendo H un punto de m en el Iado de D opucsto a C. 
Como <.HDD' > <HCC' (por el teorema 7.2.11), una recta CJ trazada 
de modo que <JCH = <D'DH deberá cortar a l en un punto /. Ahora 
la figura FECJ es congruente a la A'BDD' , de donde EF será paralela a CJ, 
y EF habrá de cortar a l en algún punto K entre A y /. 

Trácese KL perpendicular a m. En l y m, del lado de BD opuesto a AC, 
tómense BM = A'AT y Z)iV = CL; trácese MÌV. Trazando Cj/V y DAÍ podemos 
demostrar fácilmente que el triángulo KEC es congruente al MBN (por 
14), y luego que el triángulo KCL es congruente al MDN (por 14), de 
donde <DNM = <CLK = 90° y MiV ■= XL. Por tanto, LNMK es un 
cuadrilátero de Saccheri y la recta que une los puntos medios de KM y LN 
es perpendicular tanto a / còmo a m. 

Hemos demostrado que l y m tienen una perpendicular común. No puc- 
den tener dos perpendicularcs comunes, pues en el caso de quc las tuvicran, 
resultaría un cuadrilátero con cuatro ángulos rectos, lo que es imposiblc. 

7.4.2 Observacion. Debe observarse que el razonamiento anterior no 
sólo prueba la existencia de una perpendícular común única a / y m, sino 
que además proporciona un método para construir esta perpendicular 
común. Hay muchos problemas de construcción interesantes en la geo- 
metría lobachevsquiana que de ninguna manera son evidentcs. E1 lector 
podría tratar de, por ejemplo, construir: 1) las paralelas a una recta 
dada que pasan por un punto dado, 2) la paralela común dc dos rectas que 
se cortan. Las soluciones a estos problemas nos permitirán construir IT(/i) 
dada h, y h , dada II (h). 

7.4.3 Definiciones y notación. Asignamos a cada familia de rayos. 
paralelos un punto idecd común. Asignamos a cada familia de rectas hiper- 
paralelas todas perpendiculares a una recta común, un punto ultraideal 
común. En general, designaremos los puntos ideales y ultraideales por letras. 
griegas máyúsculas, poniendo frecuentemente en el segundo caso un sub- 
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índice con eì objeto de indicar la recta perpendicular común asociada 
(fig. 7.4b). 

Si trazamos las tres mediatrices de los lados de un triángulo ordinario, 
!os pares de cstas mediatric.es pueden ser rectas que se cortan. rectas para- 
lelas o rectas hiperparalelas. Sin la convención de los puntos ideales y ultra- 
ideales, no podremos decir, entonces, que las tres mediatrices de los lados 

l 
A 
B 

C 

D 

Fio. 7.4b 

de un triángulo ordinario son concurrentes. Sin embargo, es interesante que 
con los puntos ficticios ideal y ultraideal puede enunciarse el teorema ge- 
neral. Proseguiremos ahora para establecer este teorema general, ilustrando 
así la utilidad de los puntos ficticios. 

7.4.4 Teorema. Las tres mediatrices de los lados de un triángulo ordi- 
nario son concurrentes. 

Gaso 1 (dos de las mcdiatrices se cortan en un punto ordinario) : Su- 
pongamos que las mediatrices de AB y BC (fig- 7.4c) se cortan en un punto 
ordinario, O. Unase O con A, B, C. Entonces, los triángulos AC'O y BC'O 


B 



Fig. 7.4c 

son congruentes, y los BA'O y CA'O también lo son. Se deduce que AO ^ 
BO = CO. Unase O con B' 3 eî punto medio de AC. Entonces 3 los trián- 
gulos AB'O y CB'O son congruentes, de donde <AB'0 = <CB'0 = 90°, 
y B'O es la mediatriz de AC. 
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1 Caso 2 (dos de îas mediatrices se cortan en un punto ultraideal) : Sean 
hiperparalelas las perpendiculares a ÂB y BC en sus puntos medios ; C' y A' 
(fig. 7.4d). Entonces tienen una perpendicular común MN. Trácense 
i AH , BJ', CK perpendiculares a MN. Trácense AN, NB, BM } MC. Entonces, 

| los triángulos AC'N y BC'N son congruentes (por 14), por lo que AN = 

; BN y <ANH = ACBNJ. Se deduce ahora que los triángulos AHN y BJN 



Fig. 7.4d 

son congruentes (por I 26) 3 de donde AH = BJ. Análogamente, CK = BJ. 
Por tanto, AH — CK y HKCA es un cuadrilátero de Saccheri, y B'L, que 
une el punto medio B' d t AC con el punto medio L de HK, es perpendicular 
J tanto a AC como a MN. Se deduce que A'M, B'L, C'N se cortan en un 
•|| punto ultraideahTif^. 

Caso 3 (dos dè las mediatrices se cortan en un punto ideal) : Supon- 
gamos que las mediatrices A'M y C'N de BC y BA, son paralelas (fig. 7.4e). 
Entonces^ la mediatriz B'L de AC no puede cortar ni a A'M ni a C'N (pues 



*V" 

íl 


Fig. 7.4e 

si no fuera así, entonces, por el caso 1, A'M y C'N tendrían que cortarse). 
Asi mismo, B'L no puede ser hiperparalela ni a A'M ni a C'N (porque si lo 
fuera, entonces, por el caso 2, A'M y C'N tendrían que ser hiperparalelas). 
Se deduce que A'M, B'L, C'N pasan todas por un punto común ideal, Cl, 
o forman un triángulo que tiene tres vértices ideales, Çl l3 Cl 2 y U 3 . Demos- 
traremos ahora que la segunda situación no^puede ocurrir. 
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Gonsidérese im triángulo que tenga tres vértices ideales, Q 2 y 
(fig. 7.4f). Demostraremos que ninguna recta puede cortar a sus tres lados. 
Supongamos que ST } por ejemplo, corte a ÍLÍT en S y a Q 2 Q 3 en T. Trá- 
cese TQ-í y prolónguese en el sentido contrario hasta el punto R . Entonces, 
ST quedará dentro de los ángulos verticales QTTQ^ y RTQ 3 y, en c.onse- 
cuencia, no puede cortar a Q X Q^. 


«2 



Fig. 7.4f 

Dcmostrarcmos altora quc siempre hay por lo menos una recta qne corta 
a Ias tres mediatrices de los lados de un triángulo ordinario. Supon- 
gamos quc <A (fig. 7.4g) no es menor que ningún otro ángulo del trián- 
gulo ABC. Tómese el <BAK = <B y cl <CAL = <C. Entonces, AK y 
AL cortarán al lado BC en ios puntos K y L. Pero K esta en îa mediatriz 
dcl lado AB, y L, cn la mcdiatriz del Iado AC. Por tanto, el lado BC cortará 
a las tres mediatrices. 



Fig. 7.4g 

Se deduce ahora que las mediatrices de los lados dc un triángulo ordi- 
nario no pueden formar un triángulo que tenga trcs vértices ideales 3 y 
caso 3 se ha completado. 

Gran parte de la información referente a los puntos ordinarios, ideales 
y ultraideales puede resumirse claramente en forma gráfica como signe- 
Representemos los puntos ordinarios del plano lobachevsquiano por los inte- 
riores a una circunferencia dada, K, del plano euclidiano ilimitado (fig^" 
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ra 7.4h) 7 los puntos ideales del plano lobachevsquiano por puntos en la 
circunferencia K, y los puntos ultraideales del plano lobachevsquiano por 
los puntos finitos o de los infinitos, exteriores a la circunferencia K. Repre- 
séntense las rectas del plano lobachevsquiano por rectas del plano euclidiano 
ilimitado que se cortan en el interior de la circunferencia K. Sea la recta 
asociada con un punto ultraideal la recta polar de dicho punto con res- 
pecto a la circunferencia K. 

En la figura 7.4h., las rectas m y n se cortan en un punto ordinario; las 
l y m se cortan en un punto ideaL, y las p y q se cortan en el punto ultra- 
ideal que tiene la recta / como su asociada. 

Observemos que dos rectas cualesquiera se cortan en un punto, ordina- 
rio, ideal o ultraideal. Por otra parte, no todo par de puntos determina 
una recta. Dos puntos ordinarios determinan una recta; un punto ordina- 
rio y uno ideal determinan una recta; dos puntos ideales determinan una 
recta; un punto ordinario y uno ultraideal determinan una recta. Dos pun~ 



tos ultraideales a veces determinan una recta y a veces no; un punto ideal 
y uno ultraideal a veces determinan una recta y a veces no. La primera 
situación deja de dar un punto cuando las rectas asociadas de los dos puntos 
ultraideales u se cortan” o son “paralelas 5 ’;• la segunda situación deja de 
dar un punto cuando el punto ideal está en la recta asociada del punto 
ultraideal. 

Arthur Cayley (1821-1895) fue quien llamó al lugar geométrico de los 
puntos ideaîes del plano lobachevsquiano el absoluto del plano. La repre- 
sentación anterior deî absoluto de un planò. lobachevsquiano por una cir- 
cunferencia de un plano euclidiano ilimitado^ por ahora ha de considerarse 
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símplemente como un artificio útil para recordar fácilmente y para resumir j 
gran parte de la información respecto a ìos puntos ordinario, ideal y ultra- | 
ideal del plano lobachevsquiano. Con la exposición de los antecedentcs | 
apropiadoS; el modelo puede emplearse para ilustrar una relacion intere- | 
sante entre la geometría lobachevsquiana y la proyectiva. I 

ï 

g 

i 

PROBLEMAS 

•1 

1 

Verifíquense, en el modelo gráfico del absoluto ; los siguientes hechos 1 
respecto al plano lobachevsquiano. ' | 

7.4- 1 Dos rectas son perpendiculares si y sólo si sus representacio- | 
nes en el modelo son rectas conjugadas con respecto al absoluto. 

7.4- 2 Por un punto ordinario que no esté en una recta dada pasan | 

dos paralelas a ésta. | 

7.4- 3 Dos rectas tienen una perpendicular común si y sólo si son | 

hiperparalelas. | 

7.4- 4 Las alturas de un triángulo son concurrentes en un punto ordi- | 
nario, ideal o ultraideal. 

7.4- 5 La proyección ortogonal de una recta m sobre otra no paralela. j 

n , es un segmento abierto de la recta n . i 

7.4- 6 Es posible tener un ánguîo y un punto ordinario dentro de él 

tal que ninguna recta que pase por dicho punto corte a ambos lados < 
del ángulo en puntos ordinarios. § 

7.4- 7 Dadas dos rectas hiperparalelas, a y b } existen dos rectas que | 

se cortan, c y d, cada una paralela a a y a b 3 y dos hiperparalelas 3 e y f, § 
cada una paralela a a y a b. % 

7.4- 6 En un triángulo límite hay una recta paralela a los lados pa- | 

ralelos y perpendicular al lado finito. f 

7.4- 9 Existen cuatro rectas paralelas a dos rectas dadas que se cortan. | 

7.4- 10 Si dos rectas a y b se cortan en ángulo agudo ; hay dos rectas | 

paralelas acy perpendiculares a b. Si a y b se cortan perpéndicularmente, Jj 
no hay ninguna recta paralela aay perpendicular a b. Si a y b son parale- | 
las, hay una recta paralela a a y perpendicular a b. Si a y b son hiper- 
paralelas, hay dos rectas paralelas a a y perpendiculares a b. 

7.4- 11 Dadas dos rectas paralelas, existe una recta única paralela 

a cada una, pero de sentidos opuestos. | 

7.4- 12 Se dan seis rectas, 1, 2, 3, 4 ; 6 ; tales que 1 sea paralela a 2, y 

2 a 3, 3 a 4, 4 a 5, 5 a 6, 6 a 1. Si.no hay tres de estas rectas que sean 

paralelas entre sí 3 y si los pares de rectas 1 y 4, 2 y 5, 3 y 6 se cortan, | 

entonces los tres puntos de intersección son colineales. 
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1 7.4-13 Se dan seis rectas 1, 2, 3, 4, 5, 6, tales que 1 sea paralela a 2, 
2 a 3, 3 a 4 a 5, 5 a 6, 6 a 1. Si no hay tres rectas que sean paralelas 
entre sq y si los pares de rectas 1 y.4, 2 y 5, 3 y 6 son hiperparalelas, enton- 
Jices sus tres perpendiculares comunes son concurrentes. 

7.5 Geometría plana lobachevsquiana; mapeo del piano sobre el 
interior de una circunferencia. En este corto artículo consideraremos un 
; mapeo interesante que 5 cuando se realiza en el plano euclidiano 3 mapea al 
1 plano sobre sí mismo, pero cuando se lleva a cabo en el plano lobachevs- 
quiaiiOj mapea al plano sobre el interior de una circunferencia. 

I Estableceremos primero un teorema importante que se ha llamado teo- 
jvrema de Hjelmslev (problema 3.3-7). Este teorema era conocido hace 
j mucho tiempoj pero fue J. T. Hjelmslev (1873-1950) quien 3 en 1907 3 hizo 
j : el notable descubrimiento de que pertenecía a una geometría absoluta y 
I que tiene numerosas aplicaciones en la geometría lobachevsquiana. A con- 
tinuación se da una demostración 3 por geometría absoluta 3 del teorema 
j de Hjelmslev. 

| p M 

1 /. 5.1 Teorema dé Hjelmslev. Los puntos medios de los segmentos 

| Çue unen pares de puntos correspondientes de dos filas de puntos congruen- 


' d 

'JérLs- 


m 

N 

1 

II 

rT 1 1 

B' 

lAtK 

C 



I • ; m" 

i Fig. 7.5a 

ya sea de un plano euclidiano o de uno lobachevsquiano, son colineales 
o coincidentes. 

, Sean ABC ■ ■ y A'B'C' * * • (fig. 7.5a) dos filas de puntos congruentes 
de las rectas m y m' tales que AB = A'B', BC — B'C', etc. 3 y sean L, M, 
N los puntos medios de AA', BB', CC', respectivamente. Es fácil ver que si 
dos de Ios puntos medios coinciden 3 entonces çoincidirán todos. En conse- 
cuencia 3 suponemos que los puntos medios son distintos. Sea m" la imagen 
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de 772 en la reflexión R(L), siendo B" y C" las imágenes de B y C en 1| 
reflexión. Supongamos que s sea la bisectriz del <B'A'B". Entonces, la trans| 
formación R(s)R(L) es una isometría que mapea la fila de puntos de m 
sobre la fila de puntos de m'. Sea t la recta que pasa por L perpendiculab 
a 5 . Gomo tanto R(L) como R(s) mapean a t sobre sí misma., se deducéj 
que R(s)R(L) mapea a t sobre sí misma. Sea K el pie de la perpendicularf 
desde B a t. Entonces, R(s)R(L) transporta a K a algún punto K' de t.< 
Como BK se lleva a B'K' y el <,BKK' al <.B'K'K, se deduce que K' es el| 
pie de la perpendicular desde B' a t, de donde (como B y B' están en ladosj 
opuestos de t) el punto medio^, M, de BB' está en t. Análogamente, el puntoj 
medio de CC' está en t, etc. 3 y el teorema queda demostrado. | 

-'l 

7.5.2 Notación. Sea O un punto fijo de un plano euclidiano o| 
lobachevsquiano, y sea 9 un ángulo agudo fijo que tiene sentido. La trans-| 

formación que mapea un punto P del plano (fig. 7.5b) al punto P' de modoj 

. — 

que <POP' — 9 y <OP'P — 90° se designará por S. La transformaciónf 
R(0,~9)S lo será por T. | 


P 



Fig. 7.5b 

7.5.3 Teorema. Ante la transformación T: 1) el punto O es inva- 
riante, 2) los segmentos rectïlíneos se mapean en segmentos rectilíneoh 
3 ) los ángulos con vértice en O se mapean en ángulos iguales con vêrtice en 
O, 4) los ângulos rectos con un lado que pase por O se mapean en ángulos 
rectos con un lado que pase por 0 5 5) las circunferencias con centro en 0 
se mapean en circunferencias con centro en O. 

Si las cinco propiedades se verifican para la transformación S 3 entonces 
también se verifican para la transformación T, porque T ~ R(0, — 0)S 
y R(0, — 9) es una isometría. Gonsidérese, entonces 5 el plano sujeto a L 
transformación S. 

La propiedad 1) es evidente. También es claro que cualquier recta 
que pase por O se mapea en una recta que pase por O. Considérese (fig u ' 
ra 7.5c) una recta m que no pasa por O y sean A, B, C tres puntos cuaîes- 
quiera de m. La rotación R(0,29) transforma la recta m y su fila de 
puntos A, B, C en la recta m" y una fila de puntos congruentes, A", jf 
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Ç", Por el teorema de Hjelmslev, los puntos medios L } M } N de AA" } BB", 
CC", son colineales (y, en este caso, no coincidentes). Pero L } M } N son las 
imágenes A' } B' } C' de A } B, C ante la transformación S. Es ahora claro que 
]a transformación S mapea segmentos rectilíneos en segmentos rectilíneos, 
y la propiedad 2) queda establecida. Dejamos que el lector establezca las 
propiedades sencillas 3), 4), 5). 



Fig. 7.5c 

7.5.4 TeoremaT En el plano euclidiano } la transformación T es la 
homotecia H(0, cosfl), que } por tanto } mapea al plano sohre sí mismo. 

Puesto que, ante T , los puntos P, P', O son colineales y, en el plano 
euclidiano,, OP' — OP cos 6 . 



Fíg, 7.5d 

7.5.5 Teorema. En el plano lobachevsquiano } la transformación T 
mapea al plano al interior de la circunferencia con centro en O y radio h, 
àonde n(h) = 6. 

Sea r un rayo que parte O (fig. 7.5d). Entonces, ante S, el rayo r se 
^apea en el r' que forma un ángulo 0 con el r. Sobre r 7 tómese OH igual 

Geometría, I.—23. 
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a h } la distancia que corresponde a 6 como ángulo de paralelismo. Enton| 
ces^ S mapea al rayo r sobre el segmento OH } excluyendo el punto H. Sel 
deduce que S y, por tanto ; también T, rnapean al plano 1 obachevsquiano 
sobre el interior de una circunferencía con centro en O y radio h. § 

Muchas propiedades del plano lobachevsquiano pueden obtenerse fáciî- 
mente a partir de su mapeo por Ia transformación T. E1 lector ha observado 
sin duda que el mapeo es semejante al modelo gráfico del plano lobachevs-| 
quiano descrito al final del artículo anterior. E1 espacio no nos permite 
desarrollar más esta correlación. 1 


PROBLEMAS 

7.5- 1 Demuéstrese que si dos de los puntos medios de los segmentos| 
que unen los pares de puntos correspondientes de dos filas de puntos con- 
gruentes de un plano euclidiano o de uno lobachevsquiano son coinciden- 
tes, entonces todos son coincidentes. 

7.5- 2 Compruébese, en la demostráción del teorema 7.5.3 ? que L } M, J 
N no pueden ser coincidentes. 

7.5- 3 a) Dése una demostración^ por geometría ábsoluta^ del teore-1 
ma: Si un cuadrilátero OABC tiene ángulos rectos en A y C, y si D es el pie 
de la perpendicular desde O a iC, entonces <AOD = <BOC. 

b) Dése una demostración euclidiana simple del teorema de la 
parte a). 

7.5- 4 a) Dése una demostración, por geometría absoluta, del teore- 
ma: Dos ángulos planos cualesquiera de un ángulo diedro son iguales. 

b) Búsquese^ en un texto de geometría elemental del espacio, la de- 
mostración usual del teorema de la parte a) y obsérvese que utilizará el 
postulado de las paralelas de Euclides. 

7.5- 5 Con la ayuda del mapeo inducido por la transformación 
T en el plano lobachevsquiano^ demuéstrense los siguientes teoremas de 
la geometría lobachevsquiana: 

a) Si PX es paralela a AB y R es un punto de PX tal que P y R están 
al mismo lado de X> entonces RX será paralela a AB. 

b) Si CD es paralela a AB } entonces ÁB es paralela a CD. 

c) Si AB y CD son paralelas a EF } entonces AB es paralela a CD. 

d) A medida que h aurnenta. II (h) disminuye, pasando por todos los 
valores que hay entre 90° y 0°. 

e) E1 teorema del problema 7.5-3 (a) se verífica también si B es un 
punto ideal. 
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7.6 Geometría y espacio físico. La geometría euclidiana se basa en 
■ un conjunto de postulados, uno de los cuales, el postulado de las paralelas, 
puede ponerse en la forma: “En el plano de un punto y una recta dados 
no incidentes., sólo puede trazarse una recta por el punto dado y que no 
corte a la recta dada”. La geometría lobachevsquiana se basa en el mismo 
conjunto de postulados, excepto que el de las paralelas es negado y 
sustituido por: “En el plano de un punto y una recta dados no incidentes, 
pueden trazarse más de una recta por el punto dado que no corten a la 
recta dada’ 5 .* Se demuestra (y así lo haremos en el siguiente capítulo) 
que este postulado en alternativa es completamente compatible con todos 
los demás de Euclides. 

Se pudiera pensar que una tercera geometría puede basarse análoga- 
mente en el conjunto de postulados de EucHdes con el postulado de las 
paralelas rechazado y susdtuido por: “En el plano de un punto y una 
recta dados no incidentes, no puede trazarse por dicho punto ninguna recta 
que no corte a la dada 3 \ Sin embargo, se demuestra fácilmente que esta 
sustitución del postulado de las paralelas no es compatible con el resto de 
los postulados de Euclides 3 f y para obtener un conjunto de postulados com- 
patibles para una tercera geometría basados en esta segunda alternativa, al- 
gunos de los otros postulados euclidianos tienen también que modificarse. 
Pero estos ajustes de los otros postulados pueden hacerse, y los geómetras 
han dcsarrollado èn esta forma una segunda geometría no euclidiana. Esta 
segunda geometría no euclidiana es la geometría de Riemann no euclidiana 
mencionada hacia el final del artículo 7.1. En algunos aspectos, la geome- 
tría no euclidiana de Riernann es más complicada que la de Lobachevsky ; 
y por ello no tenémos suficiente espacio para desarrollarla aquí. 

Gomo tenemos varias geometrías del espacio, la euclidiana y las dos 
geometrías no euclidianas clásicas, se hace a menudo la pregunta: “^Cuál 
es la geometría verdadera? 35 . Es claro que Io que se quiere dar a entender 
por esta cuestión es: “^Qué geometría describe adecuadamente el espacio 
fisico? 53 . Ahora bien, cuando se aplican varias teorías matemáticas a una 
situación física dada, lo que nos interesa es la teoría matemática que expli- 
que mejor o que concuerde más con los hechos observados de la situación 
física 3 y que resista las clases de pruebas que generalmente se hacen sobre 
las hipótesis en cualquier campo de la investigación científica. En nuestro 
caso actual 3 entonces, nos interesa cuál de los sistemas de geometría eucli- 

* En el artículo 7.2 adoptamos realmente un postulado algo más fuerte que 
éste, pero, como se indicó entonces, lo hicimos únicamente por conveniencia. De 
hecho, puede demostrarse que un postulado aún niás débil del que acabamos de esta- 
blecer será suficiente. 

ý La sustitución contradice, por ejemplo/ la proposición I 27. 
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diano y los dos clásicos no euclidianos concuerdan más estrechamente con 
los hechos observados en el espacio físico. Ahora bien, no es difícil demos- 
trar que las tres geometrías consideradas se ajustan igualmente a nuestra 
porción muy limitada del espacio y, por tanto, parecerá que debemos 
contentamos con una respuesta indeterrninada hasta que pueda idearse 
alguna prueba experimental crucial en gran escala para asentar el tema. 
Dicha pmeba crucial parecería que es la medida de la surna de los tres 
ángulos de un gran triángulo físico. Una prueba de esta naturaleza fue 
hecha por Gauss 3 quien midió la suma de los ángulos de un triángulo 
cuyos vértices eran tres picos de montana. No encontró ninguna desvia- 
ción de 180°, más allá del error probable de la medición, ni tampoco 
nadie que desde entonces haya conducido experimentos semejantes. Pero 
recordaremos que la discrepancia de la suma de los ángulos de un trián- 
gulo de 180° en las dos geometrías no euclidianas es proporcional al área 
del triángulo., y el área de cualquier triángulo hasta ahora medido así 
puede ser tan pequena que cualquier discrepancia cubierta por los errores 
admitidos en las mediciones sea tolerada. 

Debido al embrollo evidentemente intrincado del espacio y de la mate- 
ria, hay razones para creer que puede ser imposible determinar por experi- 
mentos físicos si nuestro espacio es euclidiano o no 'euclidiano. Como todas 
las mediciones comprenden suposiciones tanto físicas como geométricas, 
un resultado observado puede explicarse de muchas maneras, simple- 
mente haciendo cambios compensadores adecuados en nuestras cualidades 
supuestas del espacio y de la materia. Por ejemplo, es muy posible que 
una discrepancia observada en la suma de los ángulos de un triángulo 
pueda explicarse conservanao Ias suposiciones de la geometría euclidiana, 
pero modificando al mismo tiempo alguna ley física, tal como alguna ley 
de óptica. Y asimismo, la ausencia de una discrepancia de este tipo puede 
ser compatible con las suposiciones de una geornetría no euclidiana, jimto 
con algunos ajustes adecuados en nuestras suposiciones acerca de la mate- 
ria. Con estas bases, Henri Poincaré (1854-1912) sostuvo la impropiedad 
de preguntar cuál es la única geometría verdadera. Para aclarar este 
punto de vista, Poincaré propuso un universo imaginario X que ocupaba el 
interíor de una esfera de radio R sumergida en un espacio euclidiano, y en 
el cual supuso que las siguientes leyes físicas se verificaban: 

1) En un punto P de X la temperatura absoluta T estaba dada por 
T — k(R z — r 2 ), donde r es la distancia de P al centro de X y k es cons- 
tante. 

2) Las dimensiones lineales del cuerpo material variaban directamente 
con la temperatura absoluta del sitio en que estaba el cuerpo. 
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3) Todos los cuerpos materiaìes dentro de 51 asumen inmediatamente 
]as temperaturas de sus sitios. 

Ahora bien^ es bastante posible que los habitantes de S ignoren las 
tres leyes físicas anteriores que se verifican en su universo. Por ejemplo, 
un procedimiento para observar una variación de la temperatura a medida 
que vamos de un recinto caliente, digamos, a otro más frío, consiste en 
percibìr el cambio al llevar nuestros cuerpos calientes al cuarto más frío y 
esperar luego a que nuestra piel se adapte a la nueva temperatura. En X, 
la ley 3 neutralizaría esta prueba. Un termómetro no, serviría tampoco; 

I por la ley 2, todòs los cuerpos materiales se dilatarían y contraerían térmi- 
camente en la misma forma. La ley 2 impide también que un habitante 
de X descubra su cambio de tamano con una vara de medir que lleve 
consigo. Un habitante de X sentiría que su universo es de extensión infinita 
Wcon la simple base de que nunca alcanzase un límite después de dar un 
número finito^ N } de pasos, por grande que sea N. Por supuesto, que no sabe 
que esto se debe a que él mismo, y con él la longitud de sus pasos 3 se vuel- 
ven más pequenos cada vez a medida que avanza desde el centro de su 
universo. 

Es fácil ver que las líneas geodésicas de X (las trayectorias de mínima 
longitud que unen sus pares de puntos)., como se miden por los habitantes 


Fig. 7.6a 

;||de X, son líneas que se curvan hacia el centro de X . De hecho, puede de- 
niostrarse que la geodésica que pasa por dos puntos, A y B de X, 
es un arco de circunferencia que pasa por A y B que corta a la esfera 
Hmitadora de X ortogonalmente. Impongamos ahora otra ley física sobre 
el universo X, suponiendo: 

4) Que la luz se propaga siguiendo geodésicas de 2. 

De esta condición se podría dar cuenta físicamente llenando X con un 
gas que tuviera un índice adecuado de refracción en cada punto de X • Aho- 
T a hien, debido a la ley 4, las geodésicas de X realmente se u ven en 
Hnea recta ,, por un habitante de 2* Pero el 'lector puede demostrar fácil- 
inente (fig. 7.6a 5 donde se han trazado por un punto P tres “rectas” que 
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no cortan a la “línea 37 l) que en la geometría cîe las líneas geodésicas de 
el postulado de paralelas lobachevsquiano se vcrifica, de modo que un habi- 
tante de S creería que él vive en un mundo no euclidiano. Aquí tenemos 
una parte dcl espacio ordinario, y supuestamente euclidiano, que a debïdo 
a las difcrentes lcyes físicas (v realmente inobservadas) parece ser no eucli- 
diano. 

Haríamos mejor 3 entonc.es, en preguntar, no cuál es Ia geometría ver- 
dadera } sino cuál es la más convcniente, y c.sta conveniencia. podría depen- 
der de la aplicación que se tenga en considcración. Giertamente que para 
dibujar, para la topografía terrestre y para la construcción de edificios y 
jjucntes ordinarioSj la geometría euclidíana es probablemente la más conve- 
niente 5 simplemente porque es la más sencilla coh la que se puede trabajar. 

Hay estudios físicos en los que otras geometrías distintas de ìa euclidiana 
se ha visto que son más aceptables. Por ejemplo, Einstein cncontró en su 
estudio de la teoría gcneral de la relatividad que ninguna de las tres geo- 
inctrías quc liemos considerado es adecuada, y adoptó otra clase de geome- 
tría no euclidiana que había sido mcncionada por primera vez por Bcrnhard 
Riemann en su disertación de 1854 (una geometría no eucìidiana cuyas 
discrej^ancias dc la euclidiana no son uniformes, pues varía de un Iugar 
a otro cn el espacio, según la conccntración de materia prcsente en el 
espacio cn csc sitio). Así mismo, un cstudio reciente * del espacìo visual 
(el ( v spac.io sicológicamc.ntc observado por personas de visión normal) lîegó 
a la conclusión de quc dicho cspacio podía ser más convcnientemente des- 
crito por la gcometría no euclidiana lobachcvsquiana. Pueden darse otros 
ejemplos. 

Aquí concluimos este capítulo sobre gcomctría no euclidiana. Ya vimos, 
cn cste xiltímo articulo, que la gcometría no euclidiana ha influido vital- 
mcntc e.n los conccptos primitivos de la geometría y, naturalmente, ello nos 
conducc a considcrar los fundamcntos dc. la geometría. Haremos esto en el 
siguientc capítulo, en cl quc, cntrc otras cosas, veremos la c.uestión de la 
compatihilidad dc la gcomctría no cuclidiana. 
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VIII. FUNDAMENTOS DE 
LA GEOMETRIA 

8.1. ALGUNAS FALLAS LOGICAS DE LOS “ELEXÍENTOS" DE EUCLIDES. 8.2. FUNDA- 
MENTOS POSTULACIONALES MODERNOS PARA LA GEOMETRIA EUCLIDIANA. 8.3. AXIO- 
MATICA FORMAL. 8.4. EL MODELO DE POINCARE Y LA COMPATIBILIDAD DE LA 
GEOMETRIA PLANA LOBACHEVSQUIANA. 8.5. DEDUCCIONES DEL MODELO DE POIN- 
CARE. 8.6. GEOMETRIA PROYECTIVA NO DESARGUESIANA. 8.7. GEOMETRIAS FINITAS. 

EL DESCUBRIMÏENTO DE UNA GEOMETRIA NO EUGLIDIANA 
tuvo un efecto marcado en el desarrollo posterior de la geometría y, 
realmente, en el desarrollo subsiguiente de gran parte de la matemática en 
general. Antes del descubrimiento se creía que las matemáticas trataban 
de hallar verdades únicas y necesarias acerca del mundo real, y que sus 
postulados y teoremas eran observados esencialmente y se deducían de las 
leyes de la Naturaleza. En particular 3 se pensaba que los postulados y teo- 
remas de la geometría constituían una descripción inequívoca del espacio 
físico. E1 descubrimiento de una geometria no euclidiana obligó a los ma- 
temáticos a adoptar un nuevo punto de vista sobre esta materia. Clara- 
mente, las geometrías euclidiana y lobachevsquiana no podían ser cada 
una una descripción del espacio físico, pues muchos teoremas de estas 
dos geometrías se contradicen. Si la geometría lobachevsquiana se con- 
siderara como parte de la matemática, entoncés ésta no podría rela- 
cionarse sólo con verdades apodícticas respecto al mundo físico, y se 
necesitaría desarrollar un nuevo punto de vista de la naturaleza de las 
matemáticas. No sólo esto, sino que los fundamentos de estas ciencias tam- 
bién tendrían que reconstruirse cuidadosamente. Muchos individuos geniales 
fueron atraídos por esta última tarea, y se realizó una cantidad enorme 
de investigaciones fundamentales. Se ha informado que en el período de 
treinta ahos desde 1880 hasta 1910, aparecieron unos 1 385 artículos de- 
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dicados únlcamente a los fundamentos de la geometría, y la actividad 
en este campo es aún muy grande. 

Este capítulo se dedica a las cuestiones anteriores. Se intentará descri- 
bir un punto de vista actual de la naturaleza de las matemáticas; se intro- 
ducirá al lector en el tema importante y muy interesante de los fundamentos 
de la geometría, y se senalará la naturaleza puramente hipotético-deduc- 
tiva de gran parte del estudio geométrico corriente. 

8.1 Algunas fallas lógicas de los Elementos de Euclides. Sería real- 
mente muy sorprendente si los Elementos de Euclides, siendo un intento 
tan primitivo y colosal del método postulacional de presentación., no tu- 
viesen fallas lógicas. Por tanto^ no constituye gran descrédito para la obra 
que las investigaciones críticas hayan revelado varios defectos en su estruc- 
tura lógica. Probablemente, los más graves de estos defectos son ciertas 
suposiciones tácitas que se emplean en las deducciones, pero que no son 
garantizadas por los postulados y los axiomas de la obra. Este peligro se 
presenta en 'cualquier estudio deductivo cuando el tema en consideración 
es demasiado familiar al autor. Generalmente, una comprensión profunda 
} del tema, dentro de un campo de estudio, se considera como un prerre- 
quisito indispensable para un trabajo serio 3 pero al desarrollar un sistema 
deductivo dicho conocimiento puede constituir cierta desventaja 3 a menos 
que se tomen precauciones adecuadas. 

Un sistema dèductivo difiere de una simple colección de principios en 
que se organiza de manera muy especial. La clave para la organización 
reside en que todos los principios del sistema, distintos de las suposiciones 
originales^ tienen que ser deducibles de estas hipótesis iniciales, y que si se 
deslizara en la labor una suposición adicional, la organización deseada no 
se realizaría. Ahora bien, nadie que trate de formular un sistema deductivo 
conocerá más acerca de su tema que justamente las suposiciones iniciales 
que deseen emplear. Tiene ante él un conjunto de principios que pertene- 
cen al tema, algunos de los cuales los selecciona para postulados y el resto 
presumiblemente los deduce de sus postulados como teoremas. Pero, con 
un gran cuerpo de información ante sí, es muy fácil que emplee en las 
demostraciones alguna parte de esta información que esté contenida 
en los postulados. Una parte de la información utilizada en esta forma 
puede ser tan aparentemente evidente o pàrecer tan elemental que se ad- 
mite inconscientemente. Es claro que dicha admisión tácita echa a perder 
la rigidez de la organización del sistema deductivo. Además, si dicha parte 
de la información contuviera algún concepto erróneo, su introducción 
podría conducir a resultados que no sólo no se deducirían estrictamente de 
los postulados, sino que realmente serían contradictorios a algún teorema 
previamente establecido. Aquí, entonces^ está^el peligro de una familiaridad 
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demasiado grande con el tema del discurso; en todo momento al construir 
un sistema deductivo se debe proceder como si se fuera completamente 
ignorante de la materia que se está desarrollando. 

La admisión tácita de Euclides de algo que no estaba. contenido en sus 
suposiciones básicas se ejemplifica en la prímera proposición deducida de 
los Elementos. Para examinar la dificultad citaremos al pie de la letra la 
proposición II de la traducción de Heath.* 

Sobre una recta finita dada constrúyase un trìángulo equiïátero. 

Sea AB [fig. 8.1a] la recta finita dada. 

Por tanto, se necesita construir un triángulo equilátero sobre la recta AB. 

Con centro en A y distancia AB, trácese la circunferencia BCD. [Postulado 3.] 

Nuevamentej con centro B y distancia BA , descríbase la circunferencia ACE. 
[Postulado 3.] v 

Y únase el punto C , en el que Ias circunferencias se cortan, con los puntos A 
y B por las rectas CA, CB. [Postulado 1.] 

Ahora bien, como el punto A es el centro de la circunferencia CDB } AC es igual 
a AB. [Definición 15.] 

Igualmcnte, como el punto B es el centro de la circunferencia CAE, BC es 
igual a BA. [Definición 15.] 

Pero también se demostró que CA es igual a AB; por tanto, cada una de las 
rectas CA, CB es igual a AB. Y las cosas que son iguales a la misma cosa también 
son iguales entre sí; por consiguiente, CA también es igual a CB. [Axioma 1.] 

Por tanto, las tres rectas CA, AB, BC son iguales entre sí. 

De ahí que el triángulo ABC sea equilátero; y se ha construido sobre la recta 
finita dada AB. 

Que es lo que se quería hacer, 



Fig. 8.1a 

Ahora bien, la construcción de las dos circunferencías de esta demos- 
tración ciertamente que se justifica por el postulado 3 , pero no hay nada 
en los primeros principios de Euclides que explícitamente garantice que 
las dos circunferencias se corten en un punto C } y que no pasará de una 
forma u otra, la una de una parte a otra de la otra sin tener ningún 

* T. L. Heath, The Thirteen Boohs of Euclid 3 s Elements, 3 vols., 2* ed. Nueva 
York: Dover Publications, ïnc., 1956. 
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| punto común. Luego la existencia de este punto tiene que apoyarse en 
| postulados o bien ha de demostrarse., y se puede demostrar, que los postu- 
]ados de Euelides son insuficientes para permitir esto último. Unicamente 
j con la introducción de alguna suposición adicional puede establecerse la 
existencia del punto C. Por consiguiente, la proposición no se deduce de 
los primeros príncipios de Euclides ; y la demostración de la proposición 
es nula. 

E1 sofisma está aquí ; no en admitir algo contrario a nuestro concepto 
1 de circunferencias, sino en suponer algo que no se sobrentienda por nuestras 
suposiciones básicas aceptadas. Este es un ejemplo en el que la suposición 
tácita es tan evidente y elemental que no parece ser una suposición. E1 
sofisma es sutil, pero si Euclides no hubiera sabido acerca de circunferen- 
cias más de lo que sus primeros principios dicen sobre ellas, seguramente no 
hubiera caído en este error. 

Lo que se necesita aquí es algún postulado adicional que garantice que 
las dos circunferencias referídas se cortarán. E1 postulado 5 da una condi- 
| ción en la cual dos rectas se cortarán. Necesitamos postulados semejantes 
que nos indiquen cuándo se cortarán dos circunferencias y cuándo se 
cortarán una circunferencia y una recta. Lo que esto esencialmente implica 
cs la continuidad de las circunferencias y las rectas, y en los modemos 
tratados de geometría se explica la existencia de los puntos deseados de 
intersección por aîguna clase de postulado de continuidad. 

Otra admisión tácita hecha por Euclides es que la recta es de extensión 
infinita. Aunque el postulado 2 asegura que una recta puede prolongarse 
indefinidamente, esto no implica necesariamente que una recta sea de exten- 
sión infinita, sino meramente que es sin fin, o ilimitada. E1 arco de cir- 
cunferencia máxima que une dos puntos de una esfera pudiera prolon- 
garse indefinidamente sobre dicha circunferencia, haciendo que sea sin 
fin el arco prolongado, pero sin que ciertamente sea de extensión infinita. 
Ahora es concèbible que una recta pueda comportarse semejantemente 3 y 
que después de una prolongación finita, también 3 pueda volver sobre sí 
misma. Fue Bemhard Riemann, en su disertación famosa, Vber die Hypo~ 
thesen welche der Geometrie zu Grunde liegen, en 1854, quien hizo la 
distinción entre lo ilimitado y la infinitud de las rèctas. Hay numerosas 
ocasiones en que Euclides inconscientemente admitió laMnfinitud de una 
recta. Considérese brevemente, por ejemplo, la proposición I 16: 

En un triángulo, si uno de los lados se prolonga, el ángulo exterior es 
mayor que cualquiera de los interiores opuestos. 

Un resumen de la demostración de Euclitìes es el siguiente. Sea ABC 
(fig. 8.1b) el triángulo dado, prolongando BC hasta D. Sea E el punto 
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medio de AC. Trácese BE y prolónguese su propia longitud hasta F. Trá-Ï 
cese CF. Entonces se puede demostrar fácilmente que ìos triángulos BEA I 
y FEC son congruentes, de donde <.FCE — <BAC. Pero <ACD > | 

de donde <ACD > <BAC. Prolongando AC hasta G podemos demostrar I 
análogamente que <BCG, que es igual al <ACD , también es mayor quej 

<ABC. 1 

Ahora bien, si una recta pudiera volver a su punto de partida, como el 1 
arco de circunferencia máxima considerado antes, BF podría ser tan larga I 
que F coincidiera con B o quedaría dentro del segmento BE. Si éste fuera | 
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el caso 3 la demostración seguramente faîlaría. Euciides fue engahado por su 
examen visual de la figura más bien que por los principios que deberían 
ser la base de su razonamiento. Luego, claramente, para hacer que la 
demostración sea universalmente válida 3 debemos demostrar o bien postu- 
lar la infinitud de las rectas. 

Se pueden indicar otras admisiones tácitas que, como las anteriores, fue- 
ron inconscientemente hechas por Euclides y que vició el verdadero carác- 
ter deductivo de su trabajo. Por ejemplo, en la demostración de la propo- 
sición I 21, Euclides inconscientemente admitió que si una recta entra a 
un triángulo por un vértice debe, si se prolonga lo suficiente, cortar el lado 
opuesto. Fue Moritz Pasch (1843-1930) quien reconoció la necesidad de 
un postulado para considerar esta situación. Nuevamente, Euclides no tomó 
en cuenta el orden lineal, y su concepto de u entre” o “dentro” no tiene 
ninguna base postulacional, con el resultado de que las paradojas son posi- 
bîes. Además, su postulado 1, que garantiza la existencia de por lo menos una 
recta que una dos puntos A y B, probablemente quiso implicar la unicidad 
de esta recta, pero el postulado falla en asegurar tanto. Y las objeciones 
que pueden surgir contra el principio de superposición, empleadas aún en 
muchos textos populares, se cumplen sólo parcialmente por el axioma 4 
de Euclides. 
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I En resumen,, la verdad de la cuestíón es que las suposiciones iniciales 
: ae Euclides no son simplemente suficientes para las deducciones de las 
465 proposiciones de los Elemcntos; su conjunto de postulados y axiomas 
j necesita ampliarse considerablemente. La labor de perfeccionar las supo- 
ì siciones iniciales de Euclides, de modo que toda su geometría pueda dedu- 
j cirse rigurosamente, ocupó a los matemáticos por más de dos mil anos. No 
| fue sino hasta el final del siglo diecinueve y la primera parte del veinte, 
después que los fundamentos de la geometría fueron sometidos a un in- 
tenso estudio, cuando se proporcionaron conjuntos satisfactorios de postula- 
j dos para la geometría plana y del espacio de Euclides. 

î No sólo la obra de Euclides es perjudicada por las numerosas admisiones 
j tácitas, sino que también algunas de las definiciones preliminares están 
j abiertas a la crítica. Euclides hizo una especie de intento de dar una 
I definición explícita, o por lo menos una explicación, de todos los términos de 
j su discurso. Ahora bien ; algunos términos de un discurso lógico tienen que 
: ser deliberadamente elegidos como términos primitivos o indefinidos, pues 
es tan imposible definir todos los términos de un discurso explícitamente 
como lo es demostrar todas las proposiciones de un discurso, Los postula- 
dos del discurso son, en análisis final, proposiciones admitidas acerca de 
los términos primitivos. Desde este punto de vista, los términos primitivos 
pueden considerarse que son definidos implícitamente, en el sentido de que 
j j son cosas cualesqûiera que satisfagan los postulados. 

I En el desarrollo de Euclides de su geometría, los términos punto y recta, 
por ejemplo, pudiera haberlos incluido en un conjunto de términos primi- 
j tivos del discurso. De cualquier modo, la definición de Euclides de un 
punto como “aquello que no tiene parte alguna 55 y de recta como Sí una 
Hnea que tiene uniformémente distribuidos todos sus puntos sobre ella” 
son, desde un punto de vista lógico, completamente inadecuadas. Una 
j distinción, como veremos, entre el concepto griego y el raodemo del método 
postulacional reside en esta cuestión de los términos primitivos; en el 
| concepto griego no hay lista simple de términos primitivos. Otras diferen- 
cias entre el concepto griego y el moderno del método postulacional se evi- 
denciarán cuando se expongan las revisiones modemas de la obra de 

I Euclides. 

1| PROBLEMAS 

i j| 

i 8.1-1 Si una suposición hecha tácitamente en un desarrollo deduc- 
tivo comprendiese un concecpto erróneo, su introducción podria con- 
ducir no sólo a un resultado que no se deduciría de los postulados 
del sistema deducdvo, sino a uno que realmqpte contradijera a algún teo- 

II 
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rema prevíamente establecido del sistema. Desde este punto de vista 3 crM 
tíquense las tres siguientes paradojas geométricas: 

a) Demuêstrese que cualquier triángulo es isósceles . 

Sea ABC un triángulo (fig. 8.1c). Trácese la bisectriz del <C y la 
mediatriz del lado AB. Desde su punto de intersección E 3 bájense las per- 
pendiculares EF y EG a AC y BC 5 respectivamente, y trácense EA y EB. \ 



Fig. 8.1c 


Ahora bien 5 los tríángulos rectángulos CFE y CGE son congruentes^ porque 
cada uno tiene CE por hipotenusa y 3 además, <£FCE = <.GCE. Por con- 
siguiente, CF — CG. Igualmente., los triángulos rectángulos EFA y EGB 
son congruentes, porque el cateto EF de uno es igual al cateto EG del 
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otro (un punto E de la bisectriz del ángulo C equidista de los lados de dicho 
ángulo) y, además 3 la hipotenusa EA de uno es igual a la EB del otro (un 
punto E de la mediatriz de un segmento rectilíneo, AB, equidista de los 
extremos de dicho segmento). Por consiguiente., FA = GB. Se deduce ahora. 
que CF + FA = CG + GB, o CA = CB , y el triángulo es isósceles. 4 
b) Demuéstrese que un ángulo recto es igual a un ángulo obtuso. 
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Sea ABCD un rectángulo (fig. 8.1d). Trácese la recta BE exterior 
al rectángulo y de longitud igual a BC y 3 por tanto, a AD. Trácense las 
mediatrices'de DE y AB; como son perpendiculares a rectas no paralelas, 
deben cortarse en un punto., P. Trácense AP, BP } DPEP. Entonces, 
PA = PB y PD = PE (un punto de ìa mediatriz de un segmento recto 
equidista de los extremos de éste). Además, por construcción, AD = BE. 
Por consiguiente, los triángulos APD y BPE son congruentes, puesto que 
los tres lados de uno son iguales a los tres del otro. De aquí que <.DAP = 
<EBP . Pero <BAP = <ABP 3 puesto que estos ángulos son los ángulos 
en la base del triángulo isósceles APB. Por sustracción se deduce ahora que 
el ángulo recto DAB = ángulo obtuso EBA. 

c) Demuéstrese que hay dos perpendiculares desde un punto a una 
recta. . 

Supongamos que dos circunferencias se cortan en A y B (fig. 8.1e). 
Trácense los diámetros AC y AD, y supongamos que la unión de C y D 



-~C 


Fig. 8.1e 

corta a las circunferencias respectivas en M y N. Los ángulos AMC y AND 
son rectos, pues cada uno está inscrito en una semicircunferencia. En con- 
secuencia, AM y AN son dos perpendiculares a CD. 

8.1-2 Para garantizar la existencia de ciertos puntos de intersección 
(de recta con circunferencia y de circunferencia con circunferencia), Ri- 
chard Dedekind (1831-1916) introdujo en la geometría el siguiente pos- 
tulado de continuidad: Sï todos los puntos de una recta se dividen en 
dos claseSy de modo que cada punto de la primera clase quede a la iz - 
quierda de cada punto de la segundaentonces existe uno y sólo un punto 
de la recta que produce esta división de todos sus puntos en dos clases 3 
esto es 3 esta separación de la recta en dos porcioncs. 

a) Complétense los detalles de la siguiente demostración indicada del 
teorema: El segmento de recta que une un punto A del ìnterior de una 
circunferencia con un punto B del exterior, tiene un punto común con la 
circunferencia. 




368 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 


Sea O el centro y r el radio de la circunferencia dada (fig. 8.1f), y seai 
C el pie de la perpendicular desde O hasta la recta determinada por A y Bm 
Los puntos del segmento AB pueden dividirse en dos clases: aquellosj 
puntos P para los que OP < r y aquellos Q para los cuales OQ^r. Puedel 
demostrarse que 5 en todo caso, CP < CQ. En consecuencia, por el postuJ 
lado de Dedehind^ existe un punto R de AB tal que todos los puntos que ld 
preceden pertenecen a una clase y todos aquellos que le siguen pertenecen 
a la otra. Ahora bien, OR < r, porque en caso contrarío podríamos elegir 
S sobre AB, entre R y B, de modo que RS < r — OR. Pero 5 como OS < 

i 



Fig. 8.1f J 

1 

OR + RS 9 esto implicaría el absurdo de que OS < r. Análogamente, pue- | 
de demostrarse que OR r. En consecuencia, debemos tener OR = r, y el J 
teorema queda estableçido. 

b) ^Cómo podría extenderse el postulado de Dedekind para que cu-J 

briera los ángulos? j 

c) ^Cómo podría extenderse el postulado de Dedekind para que| 
cubriera los arcos circulares? 

8.1- 3 Por conveniencia, volveremos a expresar los tres primeros pos-1 
tulados de Euclides en las formas equivalentes siguientes: 

î) Dos puntos distintos determinan una recia. 

2) Una recta es ilimitada. 

3) Hay una circunferencia que tenga un punto dado como centro y | 
que pase por un segundo punto dado . 

Demuéstrese que los postulados de Euclides^ parcialmente reexpresados j 
aquí delante, se verífican si los puntos del plano se restringen a aquellos | 
cuyas ordenadas cartesianas rectangulares para algun sistema de referen-1 
cia fijo sean números racionales. Sin embargo, demuéstrese que con esta | 
restricción o condición, una circunferencia y una recta aue pase por su | 
centro no es necesario que se corten. | 

8 . 1 - 4 Demuéstrese que los postulados de Euclides (como se reexpre- 1 
saron parcialmente en el problema 8.1-3) se verifican si intei^pretamos al j 
plano como la superficie de una esfera, a las rectas como circunferencias 
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Es posible tener dos rectas distintas que unan los mismos dos pun- 
La suma de los ángulos de un triángulo excede de dos ángulos 


máximas de la misma ; y a los puntos como puntos sobre la esfera.. Sin em- 
bargo^ demuéstrese que con esta interpretación se verifica lo siguiente: 

a) Las rectas paralelas no existen. 

b) Todas las perpendiculares a una recta dada levantadas a un lado 
de dicha recta se cortan en un punto. 

í c) 

tos. 

I' d ) 

rectos. 

e) Existen triángulos que tienen todos sus ángulos rectos. 

f) Un ángulo exterior de un triángulo no siempre es mayor que cada 
uno de los dos interiores separados de él. 

g) La suma de dos lados de un triángulo puede ser menor que el 
tercer lado. 

h) Un triángulo con un par de ángulos iguales puede tener sus lados 
opuestos desiguales. 

i) E1 lado mayor de un triángulo no es necesariamente opuesto 
2.1 ángulo mayor del mismo. 

8.1-5 En 1882 Moritz Pasch formuló el siguiente postulado: Sean A, 
C tres puntos que no estén en la misma recta, y sea m una recta que 
estd en el plano jde ABC sin que pase por ninguno de los puntos A, B, C. 
Entonces, si la rectâ m pasa por un punto del segmento AB 3 también pasará 
por un punto del segmento BG o por un punto del segmento AC. Este pos- 
tulado es una de las suposiciones clasificadas por los geómetras modernos 
como postulado de orden, y ayuda a entender la idea de estar “entre 
dos puntos o dentro de un segmento”. 

a) Demuéstrese, como consecuencia del postulado de Pasch^ que 
si una recta entra en un triángulo por un vértice> tiene que cortar al lado 
opuesto. 

jgT b) Demuéstrese que el postulado de Pasch no se verifica para un 
triángulo esférico cualquiera cortado por una circunferencia máxima. 

8.2 Fundamentos postulacionales modemos de la geometría euclidiana. 
Eespués del descubrimiento de la geometría no euclidiana se sintió la 
necesidad de un tratamiento postulacional verdaderamente satisfactorio 
| de la geometría euclidiana. Todas las suposiciones encubiertas, o tácitas, 
tenían que indagarse y habia que proponer un conjunto lógicamente acep- 
table de postulados fundamentales para la materia en forma clara e in- 
equívoca. Dicha organización de la geometría euclidiana fue realizada 
primero en 1882 por el matemático alemán Moritz Pasch. 

Geometrïa, I.—24. 
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En su tratamiento de la geometría euclidiana., Pasch reconoció la dis-j 
tínción importante entre definición explícita e implîcita. La mayor partei 
de la gente está familiarizada con el concepto de definición explícital 
porque es la que se emplea con más frecuencia. En una definición explíJ 
cita un nuevo término se expresa por medio de los que ya se han aceptadoj 
en el vocabulario. Luego, en un sentido técnico., un nuevo término introduciJ 
do de tal manera sirve simplemente como la abreviatura de una combinaciónl 
compleja de términos ya corrientes. Por tanto, un nuevo término introdu-| 
cido por una definición éxplícita es realmente arbitrario ; aunque conve-j 
niente, y puede omitirse conipletamente, aunque entonces el discurso enì 
que el vocabulario se ha de emplear aumente de inmediato su complejidad.f 
La definición implícita, por otra parte^ no es relativamente familiari 
a la mayoría de la gente, aun cuando dicha noción es indispensable en lal 
teoría lógica. La necesidad de la definición implícita se debe a que es im-| 
posible definir todos los términos explícitamente si deseamos evitar unal 
indefinida circularidad. Es imposible, por ejemplo, definir una palabra A j 
en función de otra B, luego la B en función de otra Ç, y así indefinida-J 
mente, pues tal procedimiento implicaría un número ínfinito de palabrasl 
del vocabulario. Por supuesto que en el diccionario se intenta definir todasl 
las palabras explícitamente por el uso admitido de la circularidad, peroi 
se espera que la persona que utilice el diccionario haya desarrollado un 1 
vocabulario adecuado de modo que las palabras en función de las cuaiesl 
se defina alguna palabra desconocida ya le sean familiares. I 

Toda persona se dará cuenta cle su propio intento de introducir nuevas J 
palabras en su vocabulario observando cómo se emplean estas palabras 1 
por otros. Esta idea de definír una palabra por el medio del contexto en 1 
que se presenta es la idea básica de la definición implícita. En un discurso 1 
lógico^ como no todos los términos técnicos pueden definirse explícita-1 
mente 5 tiene que haber algunos cuyos significados sóîo puede uno captar 1 
por el contexto en el que se empleen. En otras palabras, en un discurso 1 
lógico se tiene que aceptar un número relativamente pequeno de términos S 
técnicos primitivos que se utilizan para definir explícitamente todos los | 
demás términos que - intervengan en el discurso, no dándose definiciones j 
de dichos primitivos, aparte de las dadas a ellos implícitamente por su 1 
presencia en los postulados adoptados del discurso. I 

En tanto que Euclides intentó una clase de definición explícita de los 
términos punto, recta y plano 3 por ejemplo, Pasch aceptó éstos como primi- | 
tivos., o irreducibïes, en su desarrollo de la geometría euclidiana; sólo los 
consideró definidos implícitamente por las proposiciones hásicas que él ? 
admitió como postulados en su exposición. Estas proposiciones básicas ad- 
mitidas fueron descritas por Pasch como nucleares. Aunque el origen de las \ 
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proposiciones nucleares podía hallarse en consideraciones empíricas, Pasch 
resaltó que debían enunciarse sin considerar ninguna significación empírica. 
Declaró que la creación de una ciencia verdaderamente deductiva demanda 
que todas las deducciones lógicas deban ser independientes de cualesquiera 
significados que pudieran relacionarse con los diversos conceptos. De hecho, 
si se hace necesario en un punto de la construcción de una demostración 
referirse a ciertas interpretaciones de los términos básicos 3 entonces esto 
constituye una evidencia suficiente de que la demostración es lógicamente 
inadecuada. Por otra parte, manteniendo todo el trabajo puramente for- 
mal 3 pueden obtenerse diversas aplicaciones del discurso asignando dife- 
rentes significados adecuados a los términos primitivos que se emplean. 
Desde este punto de vista, la geometría euclidiana es esencialmente un 
sistema simbólico cuya validez y posibilidad de mayor desarrollo no depen- 
den de ninguno de los significados específicos dados a los términos básicos 
empleados en sus postulados; la geometría euclidiana se reduce a un puro 
ejercicio de sintaxis lógica. Donde parece que Euclides ha sido guiado por 
su imaginación visual, y sujeto así a hacer suposiciones tácitas, Pasch in- 
tenta evitar este peligro de error considerando deliberadamente a la geome- 
tría como un sistema puramente hipoteticodeductivo. Pasch influyó pro- 
fundamente en el pensamiento postulacional de la geometría y en sus 
obras posteriores de este campo intentó mantener los estándares o normas 
de rigor que él había introducido. 

Después de Páschq el matemático italiano Giuseppe Peano (1858-1932) 
dio 3 en 1889 3 un nuevo desarrollo postulacional de la geometría euclidiana. 
Como Pasch 3 Peano basó su exposición en ciertos términos primitivos, entre 
los cuales hay un ente llamado “punto” y una relación de situación en- 
tre puntos designada por “entre”. Desde muchos puntos de vista^ la obra 
de Peano es principalmente una traducción del tratado de Pasch en la 
notación de una lógica simbólica que Peano introdujo al mundo matemá- 
tico. En la versión de Peano no se encuentra empirismo; su geometría es 
puramente formalista en virtud de que se construye como un cálculo de 
relaciones entre variables. Aquí tenemos la última capa de protección 
de los matemáticos contra el peligro del exceso de familiaridad con la 
materia. Hemos visto que Euclides^ trabajando con diagramas visuales 
en un campo de estudio con el que estaba muy familiarizadOj inconsciente- 
mente hizo muchas suposiciones encubiertas que no estaban garantizadas 
por sus axiomas y postulados. Para protegerse de un prejuicio semejantej 
Peano concibió la idea de simbolizar sus términos primitiyos y sus proce- 
dimientos lógicos de razonar. Seguramente^ si uno ha de decir 3 “Dos x 
determinan una ý\ en lugar de, “Dos puntos determinan una recta”, es pro- 
bable que no sea influido por nociones preconcebidas acerca de “puntos” 
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y a rectas”, y si se empleara una lógica simbólica en el razonamiento, uno | 
no caería tan probablemente en sofismas que provienen de la resbalosa in-1 
tuición y otros modós de razonamiento flojo. La deducción de los teoremas 1 
se convierte en un procedimiento algebraico en el que sólo se emplean | 
símbolos y fórmulas, y la geometría se reduce a un procedimiento estricta- î 
mente formal que es totalmente independiente de cualesquiera interpreta- j 
ciones de los simbolos que intervienen. j 

Otro matemático italiano, Mario Pieri (1860-1904) 5 empleó, en 1899, | 
en un estudio de la geometría euclidiana, un enfoque muy distinto del de 1 
sus predecesores, Consideró que la materia de su estudio era un agregado 1 
de elementos indefinidos llamados “puntos 5 ' y un concepto indefinido de J 
cc movimiento”. Los cinco primeros postulados de Pieri indican el im- I 
portante papel asignado al concepto de movimiento. Son: | 


1) Hay un agregado dado , S, de puntos que contienen por lo menos dos 
miembros distintos. 

2) Un movimiento establece un pareado de los puntos de S de modo 
que a cada punto P de S corresponda algún otro P' dè S. Para cada movi - 
miento que establezca una cortespondencia entre los puntos P de S y los P ; 
de S, hay un movimiento inverso que establece una correspondencia entre 
los puntos P' de S y los P de S. 

3) La resultante de dos movimientos efectuados sucesivamente es equi - 
valente a un solo movimiento. 

Como consecuencia de los postulados.2 y 3, el movimiento equivalente 
a un movimiento seguido por su inverso es uno que hace que cada punto 
de S corresponda a sí mismo, o, en otras palabras, que deje fijo a cada 
punto de S. Este movimiento se llama movimiento idêntico. Un movimiento 
que no sea idéntico se llama movimiento efectivo . 

4) Para dos puntos distintos } A y B existe un movimiento efectivo que 
deja a A y a B fijos. Este movimiento puede considerarsè como uno de 
rotación alrededor de dos puntos A y B. 

5) Si hay un movimiento efectivo que deja los puntos A, B y C fijos , 
entonces todo movimiento que deja a A y a B fijos también deja fijo a C. 

Como resultado del postulado 5, es posible ahora definir una recta 
determinada por dos puntos A y B: c ‘La recfa AB es el agregado de puntos 
que permanece fijo en un movimiento efectivo que deja a A y a B fijos 55 . 

Aunque el tratamiento de Pieri de la geometría euclidiana no tuvo amplia 
aceptación, el desarrollo de ciertas nociones modernas es evidente en su 
trabajo. Tenemos, por ejemplo, la idea de transformación o mapeo. Los 
movimientos de Pieri son las isometrías directas, o sea, desplazamientos 
rígidos que mapean el conjunto S de todos los puntos del espacio sobre sí 
mismos, y Pieri estaba considerando la geometría euclidiana como el estu- 


3.2 FUNDAMENTOS POSTULACIONALES MODERNOS 


373 


dio de 3as propiedades y relaciones de las configuraciones de puntos que 
permanecen invariantes en un grupo de isometrías directas. Esta idea se 
había generalizado antes 3 en el famoso programa Erlanger, para formar la 
base de la notable codificación de geometrías de Felix Klein. Inciden- 
talmente deberá observarse que la idea de Pieri del movimiento puede 
adaptarse elegantemente a las demostraciones euclidianas por superposición. 

E1 modemo tratamiento postulacional de la geometría euclidiana que 
ha recibido la aceptación más amplia se debe al eminente matemático ale- 
mán David Hilbert (1862-1943). E1 profesor Hilbert dio varias confe- 
rencias sobre los fundamentos de la geometría euclidiana en la Universidad 
de Gotinga durante el período de invierno de 1898-1899. Estas confe- 
rencias se reordenaron y publicaron en un delgado volumen en junio de 
1899 5 bajo el título de Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la Geo- 
metría). Esta obra 3 en sus diversas revisiones mejoradas^ es en la actualL 
dad clásica en su campo; ha hecho más que cualquier otro trabajo simple 
desde el descubrimiento de la geometría no euclidiana para promover el 
método postulacional modemo y para dar forma al carácter de gran 
parte de la matemática actual, La influencia de este libro fue inmediata. 
Una edición francesa apareció poco después de la publicación alemana, y 
una versión inglesa 5 traducida por E. J. Townsend, apareció en 1902. La 
obra tuvo siete ediciones alemanas durante la vida del autor^ apareciendo 
la séptima edición en 1930.* Desarrollando un conjunto de postulados 
para la geometría euclidiana que, en esencia, no se separan mucho de los 
propios de Euclidés y empleando un mínimo de simbolismo, Hilbert tuvo 
éxito para convencer a los matemáticos 3 en mayor grado del que tuvieron 
Pasch y Peano, de la naturaleza puramente hipoteticodeductiva de la geo- 
metría. Pero la influencia de la obra de Hilbert fue más allá de esto, pues, 
apoyada por la gran autoridad matemática del autor, implantó firme- 
mente el método postulacional no sólo en el campo de la geometría, sino 
esencialmente también en todas las demás ramas de las matemátìcas. E1 
estímulo para el desarrollo de los fundamentos de las matemáticas propor- 
cionado por el pequeho libro de Hilbert es difícil de sobrestimar. Faltán- 
dole el extrano simbolismo de los trabajos de Pasch y Peano, el de Hilbert 
puede leerse, en gran parte, por cualquier alumno inteligente que estudie 
geometría al nivel medio. 

Mientras que Euclides hizo una distinción entre u axioma” y ct postula- 
do ï5 ; los matemáticos modemos consideran estos dos términos como sinóni- 
mos y designan todas las proposiciones supuestas de un discurso lógico 
por uno u otro de ellos. Desde este punto de vista, el tratamiento de 


* Una octava edición alemana, revisada y ampliada por Paul Bernays, apareció 
en 1956. y una novena edición alemana, por Bern^ySj en 1961. 
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Hilbert de la geometría euclidiana plana y del espacio reposa en 21 axio- 
mas o postulados, y éstos contienen seis términos primitivos, o indefinìdos. 
Por simplicidad, sólo consideraremos los postulados del conjunto de Hilbert 
que se aplican a la geometría plana. En esta limitación hay 15 postulados 
y cinco términos primitivos. 

Los términos primitivos en el tratamiento de Hilbert de la geometría 
euclidiana plana son punto, línea (en su significación de línea recta), 
en (una relación entre un punto y una recta) 5 entre (una relación entre un 
punto y un par de puntos) y congruente (una relación entre pares de puntos 
y entre configuraciones llamadas ángulos, que se definen explícitamente 
en el tratamiento). Por simplicidad de lenguaje ; la frase u el punto A 
está en la recta m” se enuncia a menudo alternativamente por las frases 
equivalentes “la recta m pasa por el punto A ” o “la recta m contiene 
al punto A”. 

En el Apéndice 2 se dan 3 para fines de estudio y para consulta futura, 
los 15 posùulados de Hilbert de la geometría plana. E1 lector observará 
que los postulados se entremezclan con definiciones ocasionales cuando son 
necesarias. Los enunciados de los postulados se han tomado 3 con algunas 
ligeras modificaciones para aclarar, de la séptima edición (1930) del 
Grundlagen der Gçometrie de Hilbert. Siguiendo a Hilbert, los postulados 
se presentan en ciertos grupos relacionados. 

î En estos quince postulados descansa la extensa materia de la geometría 
plana euclidiana! Es nna tarea demasiado larga para que desarrollemos 
apreciablemente aquí la geometría a partir de estos postulados, pero ana- 


diremos algunas palabras referentes al significado de algunos de ellos. 

Los postulados del prímer grupo aefinen implícitamente la idea expre- 
sada por el término primitivo “en” y establecen una relación entre los dos 
entes primitivos, “puntos” y “rectas”. 

Los postulados del segundo grupo fueron estudiados primero por Pasch, 
y definen implícitamente la idea expresada por el término primitivo “entre 5 ’. 
En particular, nos aseguran la existencia de un número infinito de puntos 
en una recta y que la recta no termina en ningún punto 5 y garantizan que 
el origen de puntos de una recta es en serie más bien que cíclico. E1 pos- 
tulado II-4 (postulado de Pasch) difiere de los otros postulados del grupo, 
pues ? como intervienen en él puntos que no están todos en la misma recta, 
da información acerca del plano como un todo. Los postulados de orden 
son de interés histórico por cuanto que Euclides se equivocó completa- 
mente al no considerar ninguno de ellos. Esta omisión seria por parte de 
Euclides es la que permite/ utilizando sólo la lista de suposiciones de Eucli- 
des, deducir paradojas que resultan al aplicar un razonamiento sano a 
figuras mal dibujadas. 
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Los postulados del tercer grupo definen implícitamente la idea expre- 
sada por el término primitivo “congruente 5 ’ cuando se aplican a pares de 
puntos y a ángulos. Estos postulados se presentan en orden para salvar la 
necesidad de tratar con el concepto de movimiento. Por ejemplo, es inte- 
resante observar cómo, en el postulado III—6, Hilbert introduce la con- 
gruencia de triángulos sin emplear el método de Euclides de superposición, 
aún común en muchos textos de secundaria. 

E1 postulado de las paralelas de Playfair aparece como el único postu- 
lado del grupo IV; es, por supuesto, equivalente al postulado de las para- 
lelas de Euclides. Empleando los postulados de los tres primeros grupos 
se puede demostrar que existe por lo menos una recta que pasa por el punto 
dado A y no corta a la recta dada m. 

E1 primer postulado del último grupo (los postulados de Arquímedes) 
corresponde al procedimiento familiar de estimar la distancia de un punto 
de una recta a otro empleando una vara de medir; garantiza que si empe- 
zamos en uno de los puntos y colocamos hacia el segundo punto una suce- 
sión de distancias iguales (iguales a la longitud de la vara de medir), pasa- 
remos finalmente por dicho segundo punto. De este postulado puede hacerse 
que dependa toda la teoría de la medición y, en particular, la teoría de 
Euclides de la proporción. E1 postulado final (el postulado de completo) 
no se necesita para la deducción de los teoremas de la geometría euclidiana, 
pero hace posible.establecer una correspondencia biunívoca entre los puntos 
de una recta y el conjunto de todos los números reales., y es necesario 
para el uso libre del sistema de números reales en la geometría analítica^ 
o sea 5 de coordenadas. Puede demostrarse que 5 en presencia de los otros 
trece postulados, estos dos últimos son equivalentes al postulado de Dedekind 
(véase el problema 8.1-2) y, por consiguiente, si lo deseáramos, podrían 
sustituirse por este postulado. 

Hilbert logró considerablemente más, en su Grundlagen der Geometrie, 
que el solo establecimiento de un conjunto satisfactorio de postulados para 
la geometría euclidiana. Para demostrar la compatibilidad lógica y la inde- 
pendencia parcial de sus postulados,, Hilbert tuvo que idear muchos modelos 
interesantes 3 o interpretaciones. para varios subconjuntos de los postulados. 
Esto equivalía a introducir varios sistemas nuevos de geometría y a crear 
varias extraordinarias álgebras de segmentos. La influencia de algunos pos- 
tulados y teoremas importantes en el desarrollo de la geometría euclidiana 
se demuestra claramente en su obra 5 y se ilustran en ella ejemplos de varias 
clases de geometrías no euclidianas. Así, para demostrar la independencia 
del postulado de Arquímedes de los demás postulados del tratamientq, se 
ofrece un ejemplo de un sistema no arquirhediano, en el que se demuestra 
que se verifican todos los postulados., excepto el de Arquímedes. También 

1 ỳt 


376 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 


desarroìla en su obra una teoría de la proporción y otra de Ias áreas que 
son independientes del postulado de Arquímedes. Estas investigaciones acom- 
panantes de Hilbert inauguraron virtualmente el estudio en el siglo veinte 
de la geometría abstracta y tuvieron éxito en convencer a muchos matemá- 
ticos de la naturaleza hipoteticodeductiva de las matemáticas. En la im- 
plantación del método postulacional en casi todas las matemáticas desde 
1900, la Grundlagen der Geometrie de Hilbert representa un definido 
mojón de referencia o guía en la historia del pensamiento matemático. 

Otros tratamientos postulacionales de la geometría euclidiana siguieron 
al esfuerzo de Hilbert. En 1904, el matemático norteamericano Oswald 
Veblen (1880-1960) proporcionó un nuevo conjunto de postulados en el 
que sustituyó la noción primitiva de cc entre 5> , como la utilizaron Peano y 
Hilbert, por una relación primitiva, más prevalente de cc orden J5 .* * * § Con esta 
nueva relación primitiva, los términos “recta”, “plano 5 ’, a en ,J y C£ congruen- 
te 5î pueden recibir una definición explícita.y, por tanto, la lista de términos 
primitivos puede reducirse a sólo dos, es decir, c punto 55 y “orden”. Hay un 
sentimiento entre los matemáticos de que cuanto menor sea el número 
de términos primitivos de un desarrollo' postulacional, más estéticamente 
agradable será la exposición de dicho desarrollo, principio que fue realzado 
por Peano. Un segundo estudio de los fundamentos de la geometría eucli- 
diana fue hecho por Veblen en 1911, en el cual su tratamiento original fue 
ligeramente revisado para que concordara con algunas ideas de R. L. 
Moore.f 

Una combinación muy satisfactoria de los postulados de Hilbert y de 
Veblen ha sido empleada por Gilbert de B. Robinson.f Los postulados 
de Robinson son esencialmente los de Veblen de orden combinados con 
los de Hilbert de congruencia y continuidad. En 1913, E. V. Huntington 
(1874-1952) ofreció un tratamiento de geometría euclidiana tridimensional 
basada en la “esfera” y la cc incIusión ,, (una esfera que está dentro de otra) 
como términos primitivos.§ Este extraordinario enfoque ejemplifica el hecho 
de que es posible caracterizar la geometría euclidiana por sistemas de 
postulados que son superficialmente muy distintos unos de otros. 

* Oswaîd Veblen, “A system of axioms for geometry’ 5 , Transactions of the 
American Mathematical Society, 5 (1904), 343-384. 

t Oswald Veblen, “The foundations of geometry”, en Monographs on Topics 
of Modern Mathematics Relevant to the Elementary Field, editado por J. W. A. 
Young. Nueva York: Dover Pubìications, Inc., 1955. 

} G. de B. Robinson, The Foundations of Geometry, segunda edición. Mathe- 
matical Expositions, núm. 1. Toronto: University of Toronto Press, 1946. 

§ E. V. Huntington, “Un conjunto de postulados de geometría abstracta, expre- 
sados en función de la relación simple de inclusión”, Mathematìsche Annalen, 73 
(1913), 522-559. Véase también G. de B. Robinson, oh. cit Apéndice, págs. 157-160. 
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Un excelente y detallado examen postulacional abstracto de la geome- 
tría euclidiana apareció en 1927 en una obra de Henry George Forder.f 
En ella encontramos muchos conjuntos de postulados altemativos compara- 
dos entre sí. Por ejemplo, Forder consideró nueve postulados de las pa- 
ralelas. que se diferencian en la firmeza de sus suposiciones. Adoptando 
un firme postulado de las paralelas, y utilizando el de Dedekind como 
postulado de continuidad, Forber da un conjunto de postulados para 
la geometría euclidiana basados sólo en los dos términos primitivos ÍC punto” 
y íC orden”. También da un tratamiento abstracto de un conjunto de postu- 
lados de 1909 de Pieri que está basado en los dos términos primitivos £C punto” 
y “congmencia”. 

E1 que sea o no conveniente intentar un tratamiento postulacìonal rigu- 
roso de la geometría euclidiana a nivel de ensenanza media, es cuestión de 
opinión pedagógica. George Bruce Halsted hizo un esfuerzo, que no tuvo 
éxito, en 1904, cuando publicó un texto de geometría elemental basado 
en el conjunto de postulados de Hilbert.* Más éxito, y seguramente vale la 
pena examinarlo, tuvo un intento hecho en 1940 por los profesores George 
David Birkhoff y Ralph Beatley, de la Universidad de Harvard.f En él se 
explicó un curso, factible para la ensenanza a nivel medio de la geometria 
euclidiana plana, a partir de cinco postulados basados en una habilidad 
para medir segmentos rectilíneos y ángulos. Aunque por motivos pedagógi- 
cos, ciertos detallès.matemáticos y lógicos más sutiles no se consideran o se 
pasan por alto, el trabajo parte de una presentación matemática rigurosa 
que se hizo anteriormente por Birkhoff.§ 

Aproximadamente desde 1960 muchos autores y grupos de escritores 
han emprendido la tarea de producir material de texto para ìa geometría 
a nivel medio en el que ésta se desarrolla rigurosamente a partir de una 
base postulacional. En estos intentos se adopta o bien el conjunto de postula- 
dos de Hilbert o bien el conjunto de postulados de Birkhoff (a veces lige- 
ramente modificado o aumentado). 


f H. G. Forder, The Foundations of Euclidean Geometry . Nueva York: Cam- 
bridge University Press, 1927. 

* G. B. Halsted, Rational Geometry, Nueva York: John Wiley and Sons, Inc., 
1904. Algunas críticas lógicas fueron hechas por Halsted en 1907 en una scgunda 
edición revisada completamente; esta edición se ha traducido al francés. 

f G. D. Birkhoff y R. Beatley, Basic Geometry, Chicago: Scott, Foresman and 
Company, 1940 ; 

§ G. D. Birkhoff, “Un conjunto de postulados para ìa geometría plana, basados 
en la regla y el transportador”, Annals of Mathemafcics, 33 (1932), 329-345. 
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PROBLEMAS 

8.2- 1 a) Considérense las siguientes definiciones tomadas de un texto 
de geomctría elemental: 

1) Las diagonales de un cuadrilátero son los dos segmentos rectilíneos 
que unen los dos pares de vértices opuestos del mismo. 

2) Son rectas paralelas las que están en el mismo plano y nunca se 
cortan, por más que se prolonguen en uno u otro sentido. 

3) Un paralelogramo cs un cuadrilátero que tiene sus lados opuestos 
paralelos. 

Ahora, sin utilizar ninguna de las palabras con cursivas anteriores, re- 
dáctese en otra forma la proposición £ ‘Las diagonales de un paralelogramo 
se bisecan”. 

b) Por medio de definiciones explícitas adecuadas redúzcase la siguien- 
te oración a una que sólo contenga dicz palabras: ££ Los asientos móviles 
con cuatro patas y un respaldo fucron restaurados a un estado sano por 
la persona que cuida el edificio”. 

Estos ejercic.ios ilustran la convenicncia dc. las definiciones explícitas. 

8.2- 2 Búsquensc las siguicntcs palabras en un diccionario normal y 
analícensc hasta que la cadena /çircular se haya cstablecido: a) muertc, 
b) ruidosamcnte, c) rccta (en cl scntido matemático). 

8.2- 3 En cada uno dc los siguientes razonamientos ^es la conclusión 
dada una dcducción válida dcl par dc prcmisas? 

a) Si hoy fuera sábado, mahana scría domingo. 

Pcro mahana scrá cìomingo. 

Por tanto, hoy es sábado. 

b) Los alcmancs son buenos bcbcdorcs. 

Los alcmancs son curo])oos. 

Por tanto, los curopcos son lnienos bcbcdorcs. 

c) Si a fucra b, .cntonc.cs c scría d. 

Pcro c cs d. 

Por tanto, a cs b. 

d) Todas las a son b. 

Tòdas las a son c. 

Por tantOj todas las c son b. 

Estos cjcrcieios ilustran cómo .una pcrsona puede admitir los significados 
que asocie con las paìabras o exprcsioncs para dominar su análisis lógico. 
Hay rnayor tcndcncia a cquivocarsc cn (a) y (b) que en (c) y (d), q ue 
son equivalcncias simbólicas de (a) y (b). 




8.2 FUNDAMENTOS POSTULAGIONALES MODERNOS 


379 


8.2- 4 Considérese el siguiente conjunto de postulados respecto a cier- 
tos objetos llamados “dabbas” y ciertas colecciones de dabbas llamadas 
“abbas”: 

P1: Toda abba es una colección de dabbas. 

P2: Existen al menos dos dabbas. 

P3: Si p y q son dos dabbas, entonces existe una y sólo una abba que 
contenga tanto a p como a q. 

P4: Si L es una abba 5 entonces existe una dabba que no está en L. 

P5: Si L es una abba y p es una dabba que no está en L, entonces 
existe una y sólo una abba que contiene a p y que no contiene ninguna dabba 
que esté en L . 

a) ^Cuáles son los términos primitivos de este conjunto de postulados? 

b) Dedúzcanse del conjunto de postulados los siguientes teoremas: 

1) Toda dabba está contenida en al mcnos dos abbas. 

2) Toda abba contiene al menos dos dabbas. 

3) Existen al menos cuatro dabbas distintas. 

4) Existen al menos seis abbas distintas. 

c) Redáctense de nuevo los postulados interpretando cc abba” como 
ÍC recta” y cc dabba” como cc punto”. Obsérvese que P5 es ahora el postulado 
de Playfair. 

d) Defínase un hurple como tres dabbas cualesquiera que no estén con- 
tenidas en la misraa abba. ^Cuál será un kurple en la interpretación de la 
parte (c) ? 

8.2- 5 a) Establézcanse las siguientes consecuencias de los primeros 
cinco postulados del conjunto de los de Pieri para la gcometría euclidiana 
(como se da en el artículo 8.2). 

1) Si C y D son dos puntos distintos de la recta AB, cntonccs A y B 
son puntos de la recta CD. 

2) Si tres puntos están en una rccta, cntonces los trcs puntos corrcs- 
pondientcs a ellos en un movimicnto tambicn están cn una rccta. 

b) Picri define una esfera como sîguc: “Si A y B son dos puntos dis- 
tintos, entonces cl agregado de todos los puntos P talcs (juc para cada P 
haya un movimiento que dcje a A fija pero quc haga quc P corrcsponda 
a B se llama la esfera de centro A qne pasa por B”. Establczcansc las si- 
guientes consecuencias de esta dcfinición y los cinco primeros j^ostulados 
de Pieri: 

1) Una esfera se transforma en una esfera en todo movimiento. 

2) Un movimiento cjue deja el ccntro dc una esfera fijo transforma 
a la esfera en sí misma 

3) Si dos esferas con centros A y B sólo tienen un punto, C, en común, 
entonces los tres puntos A, B, C están en una^recta. 
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c) Trátese de formular, en función del movimiento 5 una defínición 
adecuada de perpendicularidad. 

8.2- 6 Demuéstrese el teorema que sigue al postulado III-3 del con- 
junto de postulados de Hilbert para la geometría euclidiana plana. 

8.2- 7 Dcdúzcanse los siguientes teoremas a partir del coniunto de 
postulados de Hilbert para la geometría euclidiana plana: 

a) Si el punto B está entre los puntos A y D, y el C esta entre los 
B y D, entonces C está entre A y D. 

b) No hay límite al número de puntos distintos entre dos dados. 

c) Si ninguna de dos rectas distintas, a y b, cortan a una tercera, c } 
entonces a y b no se cortan. 

d) Si en un triángulo 3 dos lados y su ángulo comprendido son con- 
gruentes, respectivamente, a dos lados y a su ángulo comprendido de otro 
triángulo, entonces el tercer lado del primer triángulo cs congruente al 
tercero dcl segundo. 

e) Si en un triángulo, dos ángulos y su lado común son congruen- 
tes, respectivamcnte, a dos ángulos v en lado común de otro tridnguîo, en- 
tonces todos los elcmcntos (ángulos y lados) del primer triángulo son con- 
grucntes a los elementos correspondientcs del segundo triángulo. 

8.2- 8 Trátese de dcducir la siguientc proposición a partir del conjunto 
dc postulados dc Hilbcrt para la geometría euclidiana plana: Dados cuatro 
puntos de una recta, siempre es posible indicarlos por las letras A, B , C, D 
de mancra que B esté entre A y C y adcmás cntre A y D, y que C esté 
entre A y D y además cntre B y D . 

Esta proposición fue incluida como postulado en la primera edición 
dc la obra de Hilbert, pero posteriormente E. H. Moore demostró que cs 
una consecuencia dc los demás postulados de Hilbert.* 

8.2- 9 a) Considérese la eonfiguración formada por la parte positiva 
del eje x v un arco circular dirigido, C, de radio r, que parte del origen 0 
y tal que diclio arco, C, sea convcxo cuando se le mira desde su lado de la 
derecha. Llamarcmos a esta configuración (una clase espec.ial de) ángulo 
de cuerno, y lo representaremos por h. Sea T la tangente dirigida a C en 0> 
y desígnese el ángulo positivo (en sentido contrario al reloj) 5 que va desde 
el eje positivo x hasta T , por 0. Compararemos dos ángulos de cuerno, h 
y h\ en la siguiente forma. Si 6 = 0' y r = r', entonces decimos que h ^ 
/z'; si 9 > 0\ decimos que h > Ji'; si 0 = 0' pero r < r' 3 entonces dechnos 
nuevamente que h > h'. Decimos además que h' — nh, donde n es un entero 
positivo si y sólo si 6' — nO y r' = r/n. Demuéstrese que nuestros ángulos de 

* E. H. Moore, “Sobre los axiomas proyectivos de geometría”, Transactions o\ 
the American Mathematical Society, 3 (1902), 142-158. 
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cuerno forman ahora un sistema de entidades no arquimediano ; esto es: 
demuéstrese que existen ángulos de cuerno, h y h', tales que nh < h' para 
todo entero positivo n. 

b) Demuéstrese que un ángulo de cuerno en el que 6 — 0 puede tri- 
secarse con herramientas euclidianas. 

c) Considérense pares de series de potencias de la forma y = a x x + 

a 2 x 2 + a 3 x 3 + • ■ • y y' — a\x + cl^x 2 + a' 3 x 3 +•*•■, en que los coeficientes 
sean números reales. Compararemos dos de estas series de potencias en la 
forma siguiente. Decimos que y = y' si y sólo si ai = a \ para toda i; deci- 
mos que y > */ si y sólo si existe algún entero positivo 3 k 3 tal que a^ — a \ 3 
a 2 — a!\ 2 3 * ■ j a* = a.]c +1 > a\ +1 . Decimos además que y' = ny } en que n 

es un entero positivo si y sólo si a!i — na^ para toda L Demuéstrese que el 
conjunto de todas las series de potencias de este tipo forman, con las defini- 
ciones anteriores 3 un sistema de entidades no arquimediano. [Esto puede 
interpretarse como una generalización de la parte (a), en la que los arcos 
circulares C se han sustituido por curvas analíticas que pasan por O.] 

d.) Considérese un conjunto de entidades del cual un miembro típico, 
M, se compone del segmento — a^x^O (a > 0 ) 3 y los puntos aislados 
x = 1 3 2 3 ' • * 3 k. Idéese un método para comparar dichas entidades, y defí- 
nase nM 3 siendo n un entero positivo 3 de modo que las entidades formen 
un sistema no arquimediano. 

e) Sea z — a + ib y z! = d + ib' (a 3 b, a', b' reales e i = y/— 1) 
dos números complejos. Sea z = zf si y sólo si a = a' y b = b'. Si a > a' 3 
establézcase que z > z'\ si a = ú!, pero b > b' 3 nuevamente establézcase 
que z > z'. Defínase nz = na + i(nb). Demuéstrese que los números com- 
plejos 3 con las definiciones anteriores, forman un sistema de entidades no 
arquimediano. 

f) Demuéstrese que el conjunto de todos los vectores coplanares que 
parten de un punto O pueden formarse en un sistema no arquimediano. 

8.2-10 Se indicó en el artículo 8.2 que Huntington dio un conjunto de 
postulados para la geometría euclidiana del espacio en el que la esfera se 
toma como elemento primitivo y la inclusiòn como relación primitiva. Trá- 
tese de formular 3 en función de estos términos primitivos 3 definiciones ade- 
cuadas para punto, segmento s rayo y recta. 

8.3 Axiomática formal. E1 descubrimiento de una geometría no eucli- 
diana (y no mucho después 3 de un álgebra no conmutativa) condujo a un 
estudio más profundo y a un refinamiento del procedimiento axiomático 
que 3 a partir de la axiomática para la materia de la Grecia antigua 3 pro- 
dujeron por evolución la axiomática formal del siglo veinte. Para ayudar 
a aclarar la diferencia entre las dos formas d^ axiomática introducimos pri- 



382 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRXA 


mero el concepto moderno de función proposicional, la importancia funda- 
mental de la cual fue observada primero por el matemático y filósofo inglés 

Betrand Russell (1872-)- 

Gonsidérense los tres enunciados: 

1 ) La primavera es una estación. 

2 ) 8 es un número primo. 

3) * es una y. 

Gada uno de estos enunciados tiene forma (la misma forma) ; los (1) 
y (2) tienen tanto contenido como forma; el (3) sólo tiene forma. Clara- 
mente, los enunciados (1) y (2) son proposiciones, una verdadera y otra 
falsa. Igualmente claro 3 el enunciado (3) no es una proposición, pues como 
no àsegura nada concreto no es ni falso ni verdadero 5 y una proposición, 
por definición^ es un enunciado que es verdadero o falso. Sin embargo, el 
(3), aunque no sea una proposición, tiene forma de proposición. Se ha lla- 
mado funcïón proposicional, pues si en la forma 

* es una y 

sustituimos las variables x y y por términos de significado concreto, pode- 
mos obtener proposiciones: proposiciones verdaderas ; si los términos susti- 
tuidos verifican la función proposícional, y proposiciones falsas si los tér- 
minos susdtutos contradicen o falsean la función proposicional. Es evidente 
que algunas de îas sustituciones de * y y convierten la función proposicional 
en algo que no tiene mucho sentido; dichos significados de las variables se 
consideran inadmisibles. La forma considerada aquí es una función propo- 
sicional de dos variables 5 y tiene infinidad de verificadores. 

Una función proposicional puede contener cualquier número de varia- 
bles. Un ejemplo que no tiene más que una es: x es un ejemplar de la 
Librería del Congreso. Aquí x tiene evidentemente tantos valores verifica- 
dores como ejemplares haya en la Librería del Congreso. También^ eviden- 
temente, la variable x tiene muchos valores que contradicen o falsean el 
enunciado. 

No hay necesidad de que las variables de una función proposicional se 
representen por símbolos, tales como x,y, . . .) pueden ser palabras corrien- 
tes. Así 5 si en un discurso apareciera un enunciado cuyos términos fueran 
palabras corrientes sin indicación en cuanto a los sentidos en que dichas pa- 
labras habrían de entenderse, entonces en ese discurso el enunciado sera 
realmente una función proposicional más bien que una proposición y, en 
interés de la claridad^ los términos ambiguos o indefinidos podrían susti- 
tuirse mejor por simbolos tales como x, y 3 . . . 

Con la idea de una función proposicional firmemente en el pensamiento, 
Volvamos a la exposición del procedimiento axiomático. Recordaremos que 
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en cualquier discurso lógico, en un intento de que sea claro, se tratan de 
definir explícitamente los elementos del discurso, las relaciones entre estos 
elementos y las operaciones que han de realizarse con ellos. No obstante ? 
dichas definiciones han de emplear otros elementos, relaciones y operacio- 
nes, y éstos también están sujetos a definiciones explícitas. Si éstos se definen, 
lo tienen que ser nuevamente con referencia a más elementos, relaciones 
y operaciones. Tenemos dos caminos abiertos; o bien la cadena de defi- 
niciones ha de cortarse en algún punto, o bien tiene que ser circular. Como 
la circularidad no se tolera en un discurso lógico, las definiciones deben 
llevarse a cerrarse en algún punto; por tanto, es necesario que a uno o más 
elementos, relaciones y operaciones no se les dé definición explícita. Estos 
se conocen como términos primitivos del discurso. Igualmente, hay un es- 
fuerzo para deducir lógicamente los enunciados del discurso y nuevamente, 
pará empezar y evitar además el círculo vicioso, uno o más de los enuncia- 
dos deben pemianecer completamente no demostrados. Estos se conocen 
como postulados (o axiomas, o enunciados primarios) dei discurso. Luego, 
claramente, un discurso lógico tal como lo hemos considerado debe con- 
formar al siguiente patrón. 


PATRÓN DE AXIOMÁTIGA FORMAL 

A) E1 discurso contiene un conjunto de términos técnicos (elementos, 
relaciones entre elémentos, operaciones a realizarse con los elementos) que 
deliberadamente se eligen como términos indefinidos. Estos son los términos 
primitivos del discurso. 

B) Todos los demás términos técnicos del mismo se definen explíci- 
tamente por medio de los términos primitivos. 

G) E1 discurso contiene un conjunto de enunciados relacionados con 
los términos primitivos que deliberadamente se eligen como enunciados no 
demostrados. Estos se llaman postulados , F, del discurso. 

D) Todos los demás enunciados (relacionados con los términos primi- 
tívos y los definidos) del discurso se deducen lógicamente de los postula- 
dos. Estos enunciados deducidos se llaman teoremas , T, del discurso. 

E) Para cada teorema, Ti del discurso hay un enunciado correspon- 
dierite (que puede o no expresarse formalmente) que asegura que el teo- 
rema Ti se implica lógicamente por los postulados P. (A menudo el enun- 
ciado correspondiente aparece al final de la demostración del teorema en 
unas palabras tales como “En consecuencia, el teorema”, o “Esto completa 
la demostración del teorema”, etc. En algunos textos de geometría elemen- 
tal aparece el enunciado al final de la demostración del teorema, como 
“Q.E.D.”, o sea, quod erat demonstrandum (= que era lo que se quería 
demostrar). 
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Lo primero que hay que observar en el patrón anterior es que los tér- 
minos primitivos, siendo indefinidos, podrían iguaîmente sustituirse (si ya 
no lo han sido) por símbolos como y, * ■ *. Supongamos que se hace esta 
sustitución. Entonces, los términos primitivos son claramente variables. Lo 
segundo a observar es que los postulados, P, como son enunciados relacio- 
nados con los términos primitivos 5 son nada menos cpe funciones proposi- 
cionales. Y lo tercero que ha de observarse es que los teoremas T, como no 
son más que implicaciones lógicas de los postuíados P, también son fun- 
ciones proposicionales. Por tanto^ esto nos conduce a un hecho de impor- 
tancia cardinal, es decir, que una vez que se haya observado que los tér- 
minos primitivos son variables^ tanto los postulados como los teoremas de 
un discurso lógico no son proposiciones sino funciones proposicionales. 

Como los postulados y los teoremas de un discurso lógico son funciones 
proposicionales^ esto es^ son enunciados que sólo tienen forma y no conte- 
nido ; parecería que todo el discurso es algo vacío y completamente despro- 
visto de verdades o falsedades. Sin embargo 5 éste no es el caso 3 pues por 

(E) del patrón postulacional tenemos el enunciado muy importante 3 

F) Los postulados P implican los teoremas T. 

Ahora bien (F) asegura algo concreto o definido;. es verdadero o falso y, 
por tanto, una proposición: verdadera si los teoremas T se implican o 
desprenden de hecho por los postulados P, y falso si no lo son. E1 enunciado 

(F) es precisamente para lo que el discurso se ha disehado; es la única 
meta del discurso y la excusa para hacerlo. 

Un discurso conducido según el patrón anterior ha sido llamado, por 
algunos matemáticos 5 una rama de la matemática pura, y el grandioso total 
de todas de dichas ramas existentes de la matemática pura, la maíemdtica 
pura al día o actual. 

Si, para las variables (los términos primitivos) de una rarna de la 
matemática pura sustituyéramos los términos de significado definido que 
convierte todos los postulados de la rama en proposiciones verdaderas, en- 
tonces el conjunto de- términos sustitutos se llama interpretación de la rama 
de la matemática pura. La interpretación convertirá además 5 siempre qne 
todas las deducciones se hayan realizado correctamente, los teoremas del 
discurso en proposiciones verdaderas. E1 resultado de dicha interpretacion 
se llama modelo de la rama de la matemática pura. 

Un modelo de una rama de la matemática pura se ha llamado rama 
de la matemática aplicada 3 y el grandioso total de todas las ramas existen- 
tes de la matemática aplicada^ la matemática apiicada actual o al día. P° r 
tanto, la diferencia entre las matemáticas aplicada y pura no es de aplica- 
ción y no aplicación^ sino más bien de que sea concreta y abstracta, DetraS 
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l de toda rama de la matemática aplicada está una rama de la matemática 
j pura, siendo esta última un desarrollo abstracto de lo que anteriormente 
| fue un desarrollo çoncreto. Es concebible (y de hecho a menudo es el caso) 
j que una sola rama de la matemática pura pueda tener varios modelos, o 
| sea> ramas àsociadas de matemáticas aplicadas. Esta es la caracteristica 
\ de u economía 5: ’ de las matemáticas puras, pues el establecimiento de una 
| rama de la matemática pura automáticamente asegura el estabiecimiento 
| simultáneo de todas sus ramas de matemática aplicada. 

E1 desarrollo abstracto de alguna rama de matemática pura es un ejem- 
I plo de axiomática formal } mientras que el desarrollo concreto de una rama 
|, dada de matemática aplicada es uno de axiomátìca material. En el primer 
| caso consideramos los postulados antes que cualquier especificación de los 
términos primitivos, y en el último consideramos los objetos que interpretan 
los términos primitivos con anterioridad a los postulados. En el primer caso 5 
| un postulado es simplemente una suposición básica acerca de algunos tér- 
minos primitivos indefinidos; en el último caso,, un postulado expresa alguna 
propiedad de los objetos básicos que se-toma como inicialmente evidente. 
| Este último es la visión más antigua de un postulado y fue la que mantu- 
? vieron los antiguos griegos. Por tanto, para los griegos, se creía que la geo- 
j metría era un estudio que trataba con una cstructura única’ del espacio 
| físico, en la que los elementos puntos y rectas se consideraban como ideali- 
! zaciones de ciertas exitidades físicas reales, y en la que ìos postulados eran 
! enunciados fácilmente aceptados acerca de estas idealizaciones. Desde el 
! punto de vista moderno,, la geometría es un estudio puramente abstracto 
desprovisto de todo significado físico o imaginario. 

La noción de la matemática pura da un sentido considcrable a la chis- 
peante observación de Bertrand Russell de que “la matemática pucde defi- 
nirsc como la materia en que nunca se sabe de lo que se habla, ni si es cicrto 
ío que se dice”. También concuerda con el dicho de Henri Poincàré de que 
la matemática es “la asignación del mismo nombre a cosas distintas”, y 
! con la observación de Benjamín Peirce (1809-1880) de que ‘ ; la matemática 
f es la ciencia que saca conclusiones necesarias’ 5 . 

No debe pensarse, al construir una rama de la matemática pura, que 
podemos fijar una colección de simbolos para los términos indefinidos y 
luego dar para postulados un sistema arbitrario de enunciados supuestos 
acerca de dichos términos. Hay ciertas propiedades requeridas y ciertas 
deseadas que nuestro sistema de enunciados supuestos (nuestros postuìados) 
deberán tener. De estas propiedades sólo consideraremos aquí la compati - 
bilìdad y la independencia. 

Un conjunto de postulados se dice que es compatible si no son implica- 
dos por el conjunto los enunciados contradictorips. Esta es ìa propicdad más 
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importante y fundamental de un conjunto de postulados; sin esta propiedadj 
dicho conjunto no tiene valor. 

E1 método de más éxito hasta ahora inventado para establecer la compa- 
tibilidad de un conjunto de postulados es el de modelos. Recuérdese que se 
obtiene un modelo de un conjunto de postulados si asignamos significados 
a los términos primitivos del conjunto que conviertan dichos postulados en 
enunciados verdaderos acerca de algún concepto. Hay dos tipos de modelos: 
concretos e ideales. Se dice que un modelo es concreto si los significados 
asignados a los términos primitivos son objetos y relaciones adaptados o 
tomados del mundo real 5 en tanto que un modelo se dice que es ideal si los 
significados asignados a los términos primitivos son objetos y relaciones de 
algún otro sistema de postulados. 

Cuando se ha presentado un modelo concreto sentimos que hemos 
establecido la compatibilidad absoluta de nuestro sistema de postulados, 
pues si se iinplicaran teoremas contradictorios por nuestros postulados 5 en- 
tonces enunciados contradictorios correspondientes se verificarían en nuestro 
modelo concreto. Pero nosotros aceptamos que las contradicciones en el 
mundo real son imposibles. 

No siempre es factible tratar de establecer un modelo concreto de un 
conjunto de postulados. Así, si un conjunto de postulados contiene un nú- 
mero infinito de elementos primitivos, ciertamente sería imposible un modelo 
concreto, pues el mundo real no contiene un número infinito de objetos. 
En dichos casos intentaremos establecer un modelo ideal 5 asignando a los 
términos primitivos del sistema de postulados, digamos A } conceptos de 
algún otro sistema de postulados^ B, de tal manera que las interpretacio- 
nes de los postulados del A sean consecuencias lógicas de los del sistema B. 
Pero ahora nuestra prueba de compatibilidad del conjunto de postulados 
A ya no puede reclamarse que sea una prueba absoluta 3 sino tan sólo una 
prueba relativa. Todo lo que podemos decir es que el conjunto de postu- 
lados A es compatible si el de postulados B lo es, y hemos reducido la com- 
patibilidad del sistema A a la de otro sistema B. 

La compatibilidad relativa es lo mejor que podemos esperar cuando 
apliquemos el método de modelos a muchas ramas de las matemáticas, 
pues muchas de estas ramas contienen un número infinito de elementos 
primitivos. Esto es cierto, por ejemplo^ para la geometría lobachevsquiana 
plana. No obstante, en el siguiente articulo demostraremos, estableciendo 
un modelo de la geometría plana lobachevsquiana dentro de la geometría 
plana euclidiana, que la primera geometría es compatible si la última lo es. 

Un postulado de un conjunto de postulados se dice que es independiente 
si no es una consecuencia lógica de los otros postulados del conjunto 3 y todo 
el conjunto de postulados se dice que es independiente si cada uno de sus 
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postulados es mdependiente. La consideración, más famosa en la historia de 
| las matemáticas de la independencia de un postulado es la relacionada con 
| el estudio dei postulado de las páralelas de Euclides. Durante siglos, los 
| matemáticos tuvieron dificultad para considerar el postulado de las parale- 
f las como independiente de los demás postulados de Euclides (y axiomas), 
| v por ello hicieron intentos repetidos para demostrar que v eran consecuen- 
I cia de estas otras suposiciones. Fue el descubrimiento de la geometría loba- 
| chevsquiana no euclidiana, y la prueba final de la compatibilidad relativa 
| de ella^ lo que finalmente estableció la independencia del postulado de las 
J paralelas de Euclides. De hecho, no es exageración decir que a la conside- 
j ración histórica de la independencia del postulado de las paralelas de Eucli- 
| des se debe la iniciación de todo el estudio de las propiedades de los 
] conjuntos de postulados y, en consecuencia, la formación de gran parte 
1 del método axiomático moderno. 

| Una prueba para la independencia de un postuiado consiste en hallar 
una interpretación de los términos primitivos que no verifican el postulado 
j considerado, pero que sí verifican cada uno de los postulados restantes. Si 
J tenemos éxito en hallar dicha interpretación, entonces el postulado consi- 
\ derado no puede ser una consecuencia lógica de los restantes, pues si lo 
I fuera, la interpretación que convierte todos los demás postulados en propo- 

Ì siciones verdaderas tendría que convertirlo también en una proposición 
verdadera. Una prueba, entre estas líneas, de la independencia de todo 
j el conjunto de pos'fulados puede evidentemente ser un asunto largo, por- 
| que si hay n postulados en el conjunto tendrían que formularse n pruebas 
j distintas (una para cada postulado). 

La independencia de un conjunto de postulados no es de ninguna ma- 
| nera necesaria, y un conjunto de postulados no es claramente invaîidado 
sólo porque le falta independencia. Hablando en términos generales, un 
matemático prefiere que un conjunto de postulados sea independiente, ya 
que desea construir su teoría sobre una cantidad mínima de suposiciones. 
Un conjunto de postulados que no sea independiente simplemente es redun- 
dante en lo que se refiere a que contiene uno o más enunciados que pueden 
aparecer como teoremas en lugar de como postulados. A veces, por motivos 
pedagógicos, puede ser conveniente desarrollar un tema a partir de un 
s conjunto de postulados que no sea independiente (por ejemplo, al desa- 

? . rrollar la geometría plana en la escuela de nivel medio a partir de un fun- 

damento postulacional). 

Hay algunos conjuntos de postulados bien conocidos que, cuando se 
publicaron por primera vez, cóntenían, sin que se supiera, postulados que 
no eran independientes. Tal fue la situacion con el conjunto original de 
Hilbert de postulados para la geometría euclidiana. Posteriormente se de- 
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mostró que este conjunto tiene dos postulados que están implicados por 
los otros. E1 hallazgo de estos dos postulados dependientes no invalidó en 
ninguna forma el sistema de Hilbert;- en una enmienda siguiente^ estos pos- 
tulados simplemente se cambiaron a teoremas ; y se proporcionaron sus 
demostraciones. 

Análogamente^ R. L. Wilder pudo demostrar que el famoso conjunto 
de ocho postulados de R. L. Moore, que virtualmente inauguró la topolo- 
gía moderna de conjuntos teóricos^ podía reducirse a siete por la elimina- 
ción del sexto postulado de Moore. La sospecha de que el sexto postulado 
no era independiente provino de que se vio que la prueba de la indepen- 
dencia de este postulado era falsa ; y una investigación subsiguiente para 
una prueba satisfactoria resultó infructuosa. Por supuesto que la teoría 
matemática de Moore permaneció intacta a pesar del descubrimiento de 
Wilder 5 pero la reducción de un sistema de ocho postulados a otro igual- 
mente efectivo de siete, fue un estímulo estético para el matemático. 

PROBLEMAS 

8.3- 1 a) Constrúyase un ejemplo de una función proposicional que 
contenga tres variables. 

b) Obténganse^ por sustituciones adecuadas, tres proposiciones verda- 
deras a partir de la función proposicional. 

c) Obténganse, por sustitucionés adecuadas, tres proposiciones falsas 
a partir de la función proposicional. 

8.3- 2 Si p, q, r representan proposiciones, demuéstrese que el siguiente 
conjunto de cuatro enuncíados es incompatible: 

1) Si q es verdadero 5 entonces r es falso. 

2) Si q es falso 5 entonces p es verdadero. 

3) r es verdadero. 

4) p es falso. 

8.3- 3 Compárese el concepto de compatibilidad e incompatibilidad de 
un conjunto de ecuaciones simultáneas con el concepto de compatibilidad 
e incompatibilidad de un conjunto de postulados. 

8.3- 4 Considérese el siguiente conjunto de postulados, en el quc 
abeja y colmena son términos primitivos: 

P1: Toda colmena es una colección de abejas. 

P2: Dos colmenas cualesquiera tienen una y sólo una abeja en comiin. 

P3: Toda abeja pertenece a dos y sólo dos colmenas. 

P4: Hay exactamente cuatro colmenas. 

Demuéstrese que este conjunto de postulados es absolutamente com- 
patible. 
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8.3- 5 a) Dedúzcanse los siguientes teoremas a partir del conjunto de 
postulados del problema 8.3-4: 

Tl: Hay exactamente seis abejas. 

T2: Hay exactamente tres abejas en cada colmena. 

T3: Por cada abeja hay exactamcnte una abeja dístinta que no está 
en la misma colmena que ella. 

b) Demuéstrese quc los postulados P2, P3, P4 dcl problema 8.3-4 son 
independientes. 

8.3- 6 Gonsidérese un conjunto K de elementos indefinidos, que rcpre- 
sentaremos por minúsculas, y designemos por R una relación diádica inde- 
finida (esto es, una relación que conecta dos elementos) que puede o no 
verificarse entre un par; dado de elementos de K. Si el elemento a de K 
se relaciona con el b de K por la relación R escribiremos a R b. Ahora 
admitamos los cuatro siguientes postulados referentes a los elemcntos de K 
y a la relación diádica R. 

P1: Si a y b son dos elementos distintos de K } entonces a R b o bien 
b R a. 

P2: Si a y b son dos elementos cualcsquiera de K tales que a R b } en- 
tonces a y b son distintos. 

P3: Si a 3 b 3 c son trcs elementos cualesquiera de K tales que a R b y 
b R c, cntonces a R c! 

P4: K consistè-en exactamcnte cuatro elcmcntos dislintos. 

Dedúzcanse los siete siguicntes tcorcmas dc los cuatro postulados antc- 
riores. 

T1: Si a R b 3 cntonccs no tenemos b R a. 

r P2: Si a R b y si c es distinto de a 3 entonces a R c o bien c R b. 

T3: Hay al menos un elemento de K quc no está relacionado con R a 
ningún elemento de K. (Este es un teorema de cxistencia.) 

T4: Hay sólo un elernento de K que no cstá reiacionado con R a nin- 
gún elemento de K. (Este es un teorema de unicidad.) 

Definición 1. Si b R a } decimos que a D b. 

T5: Si a D b y b D c, entonces a D c. 

Definición 2. Si a R b y no hay ningún elcmento c tal que tarnbién 
a R c y c R b } entonces decimos que a F b. 

T6: Si a F c y b F c, entonces a y b son idénticos. 

T7: Si a F b y b F c 3 entonces no tenemos a F c. 

Definición 3. Si a F b y b F c 3 entonces decimos que a G c. 

8.3-7 a) Establézcase la compatibilidad absoluta del conjunto de pos- 
tulados del problema 8.3-6 por medio de cada una de las siguientes inter- 
pretaciones: 
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1. Sea K compatible con un hombre, su padre, el padre de su padre y el 
padre del padre de su padre, e indiquemos por a R b que (C a es un ante- 
cesor de b”. 

2. Sea K compatible con cuatro puntos distintos en una recta horízon- 
tal e indiquemos por a R b que (C a está a la izquierda de b 3 ’. 

3. Sea K compatible con îos cuatro enteros 1, 2, 3, 4 e indiquèmos por 
a R b que ec a < b”. 

b) Escríbanse los enunciados de los teoremas y definiciones del pro- 
blema 8.3-6 para cada una de las interpretaciones de la parte (a), obte- 
niendo asi tres ramas de matemática aplicada a partir de una rama de 
matemática pura. 

8.3- 8 Establézcase la independencia del conjunto de postulados del 
problema 8.3-6 por medio de las cuatro siguientes interpretaciones par- 
ciales: 

í. Sea K compatible con dos hcrmanos, su padre y el padre de su padre, 
e indiquemos por 'û R b que “a es un antecesor de b”. 

2. Sca K compatible con los cuatro enteros 1, 2, 3, 4 e indiquemos 
por a R b que u a ^ b”. 

3. Sea K compatible con los cuatro enteros 1, 2, 3 ; 4 e indiquemos por 
a R b que “a ^ b”. 

4. Sea K compatible con los cinco enteros 1, 2, 3, 4, 5 e indiquemos por 
a R b significa “a < b 

8.3- 9 Dcmuéstrese que, en el problema 8.3—6, Pl, Ti, P3, P4 consti- 
tuyen un conjunto de postulados equivalentes a Pl, P2, P3, P4. 

8.3- 10 Sea S un conjunto de elementos y F una relación diádica que 
satisfaga los siguientes postulados: 

P1: Si a y b son elementos de S y si b F a, entonces no tenemos a F b. 

P2: Si a es un elemento de S> entonces hay al menos un elemento b de 
iS’ tal que b F a. 

P3: Si a es un elemento de £, entonces hay al menos un elemento b de 
S tal que a F b. 

P4: Si a, b, c son elementos de S tales que b F a y c F b, entonces c F a. 

P5: Si a y b son elementos de S tales que b F a, entonces existe al me- 
nos un elemento c de S tal que c F a y b F c. 

Demuéstrese que el enunciado “Si a es un elemento de S , entonces hay 
al menos un elemento b de S , distinto de a , tal que no tenemos b F a ni 
a F b ”, es tanto compatible con los postulados anteriores como independiente 
de ellos. 
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(E1 conjunto de postulados, aumentado con el enunciado anterior, se ha 
utilizado en la teoría de la relatividad, donde los elementos de S se interpre- 
tan como instantes del tiempo y F significa C( sigue a”*) 

8.4 EI modelo de Poincaré y la compatibilidad de la geometría plana 
lobachevsquiana. Un conjunto de postulados satisfactorios para la geome- 
tría plana lobachevsquiana puede obtenerse a. partir del conjunto de pos- 
tulados de Hilbert para la geometría plana euciîdiana simplemente susti- 
tuyendo el postulado de las paralelas (postulado IV—1) por 

IV'-l Por un punto dado A que no está en una recta m pasan al me- 
nos dos rectas que no cortan a la m. 

Se han hecho desarrollos de la geometría plana lobachevsquiana utilizan- 
do dicho conjunto de postulados como fundamento.f 

Es nuestro fin 3 en este artículo, demostrar que la geometría plana loba- 
chevsquiana es compatible si la geometría plana euclidiana lo cs. Para lo- 
grarlo representaremos los términos primitivos de la geometría plana loba- 
chevsquiana por algunas entidades de la plana euclidiana que ? cuando 
sustituyen a los términos primitivos en los postulados de la geometría plana 
lobachevsquiana,, convertirán estos postulados en los teoremas de la geo- 
metría plana euclidiana. En otras palabras, daremos una interpretación de 
la geometría plana lobachevsquiana dentro de la geometría plana euclidiana. 
La interpretación que emplearemos fue ideada por Henri Poincaró, y con- 
duce al llamado modelo de Poincaré de la geometría plana lobachevsquiana. 

Elegiremos una circunferencia fija^ X 3 en el plano euclidiano y la lla- 
maremos circunferencia fundamental, y luego estableceremos en el plano 
euclidiano las siguientes representaciones de los términos primitivos de la 
geometría plana lobachevsquiana (fig. 8.4a). Para claridad, designamos 
estas representaciones por medio de letras negras. 

punto: punto en el interior de X 

recta: la parte interior a X de cualquier “circunferencia 55 (recta o cir- 
cunferencia) ortogonal a X 

punto en una recta (recta que pasa por un punto, recta que contiene 
un punto): la interpretación es evidente 

punto entre dos puntos: la interpretación es evidente 

Definición. Iongitud de un segmento AB = log ( AB,TS ) = log[(^42"/ 
BT) ( BS/AS )], donde S y T son los puntos en que la “circunferencia 55 que 
contiene al segmento AB corta a X , siendo puestos S y T de modo que Á 

* Véase A. A. Robb A Theory of Time and Space. Nueva York: Caixibridge, 
University Press, 1914. 

t Véase, por ejemplo, G. Verriest, ïntroduction a ïa gèomêtrie non-Euclidienne 
par la méthode élémentaire. París: Gauthier-Villa^s, 1951. 



392 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 


qucde entre S y B. Deberá observarse que (AB : TS) >1, de donde 
log (. AB 3 TS) > 0. 

Definición. medida de un ángulo entre dos rectas que se cortan — 
medida en radianes del ángulo entre Ias dos “circunferencias” que con- 
tienen a las dos rectas. 

segmentos congruentes: segnientos de igual longitud 
ángulos congruentes: ángulos dc igual medida 



Fig. 8.4a 

Demostraremos ahora que, con las representaciones anteriores, los pos- 
tulados de la geometría plana lobache\*squiana se convierten en teoremas 
en Ia geometría plana cuclidiana; se obscrvaní que muchos dc los teore- 
mas resultantes son evidcntcs. 

GRUPO i: POSTULADOS DE GONEXION 

1-1. Hay una y sólo una recta que pasa por dos puntos dìsíintos cua - 
lcsquiera. 

Estc es el teorcma 2.7.5. 

I- 2. Toda recta contiene al rnenos dos puntos distintos y para cada 
recta hay al menos un punto que no cstá en ella. 

Evidente. 

GRUPO II: POSTULADOS DE ORDEN 

II*—1- Si el punto C cstá entre Ios puntos A y entonccs A, B., C están 
todos en la mìsma recta, y C está entre B y A, y B no está entre C y A, y A 
no está entre C y B. 

Evidente. 

II— 2. Para dos puntos distintos cualesquiera, A y B, hay sìcmpre un 
punto C que cstá entre A y R, y un punto D que es tal que B cstá entre 
A y D. 

Evidente. 





8.4 EL MODELO DE POINCARE 


393 


II—3. Si A, B, G son tres puntos distintos cualesquiera que están en 
la misma recta, entonces uno de los puntos está entre los otros dos . 

Evidente. 

II- 4. (Postulado de Pasch) Una recta que corte a un lado de un 
triángulo pero que no pase por ninguno de sus vértices tiene también que 
cortár a otro lado del triángulo. 

Evidente ; debido a 1-1. 

GRUPO IIII POSTULADOS DE CONGRUENCIA 

III— 1 - Si A y B son puntos distintos y si A' es un punto que está en la 
recta m ; entonces hay dos y sólo dos puntos, B' y B" s que estan en nx tales 
que el par de puntos A' B 7 sea congruente con el par B y el par de 
puntos A\ B" sea congruente con el par A, B; además, A' está entre B' y B". 

Observaremos (fig. 8.4b) que (A'T'/B'T'){B'S'/A'S') aumenta con- 
tinuamente desde 1 a oo a medida que B' se mueve sobre m desde A' hasta 
T'. Análogamente, (A'S'/B"S') (B"T'jA'T') aumenta continuamente des- 




de 1 hasta oo a medida que B" se mueve sobre m desde A' hasta S'. Se de- 
duce que la longitud A'B' y la longitud A'B" aumentan continuamente 
desde 0 hásta co en los dos casos. Por consiguiente ; hay posiciones úni- 
cas de B' y B" tales que Iongitud A'B' ~ longitud de A'B" — longitud AB. 

III—2. Si dos pares de puntos son congruentes al mismo par de pun- 
tos ? entonces son congruentes entre sí. 

Evidente. 

III-3. Si el punto C está entre los puntos A y B y el punto C' está 
entre los puntos A' y B' ; y si el par de puntos A, C es congruente al par 
A', C' ; y el par de puntos C ; B es congruente al C' ; B' ; entonces el par de 
puntos A, B es congruente al A' ; B'. 

Pues tenemos (fig. 8.4c) 
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longitud AB = lo g[(AT/BT) {BS/AS)] 

= lo g[{AT/CT) {CS/AS) {CT/BT) {BS/CS )] 

= lo g[{AT/CT) {CS/AS )] + lo g[{CT/BT) { BS/CS )] 

= longitud AC + Iongitud CB . 

Análogamente, longitud A'B' = Iongitud A'C' + Iongitud C'B\ Pero lon- 
gitud AC = longitud A'C' y longitud CB = longitud C'B'. Por consiguien- 
te, longitud AB = longitud A'B', y AB es congruente con A'B'. 

III—4. Si BAG es un ángulo cuyos lados no están en la misma recta, 
y si A' y B' son dos puntos distintos 3 entonces hay dos y sólo dos rayos 
distintos A'C' y A'C" tales que el ángulo B'A'C' sea congruente al ángulo 
BAC y el ángulo B'A'C'' sea congruente al BAC; además 3 si D' es un punto 
que está en el rayo A'C' y D" es un punto en el rayo A'C", entonces el 
segmento D'D" corta a la recta determinada por A' y B'. 

Esta es una eonsecuencia del teorema 2.7.6. 

III—5. Todo ángulo es congruente a sí mismo. 

Evidente. 



Fig. 8.4d 

Lema. La longitud AB es invariante ante la inversión respecto a una 
circunferencia ortogonal a 

Sean B' los inversos de A 3 B respecto a una círcunferencia ortogo- 
nal a % y obsérvese que A', B' está en el interior de 2. Entonces (fig. 8.4d) 

Iongitud A'B' = log ( A'B ', T'S') 

= log {AB, TS) (por el teorema 3.4.21) 

= longitud AB. 
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III-6. Si dos lados y su ángulo comprendido de ‘un triángulo son 
congruentes, respectìvamente , a dos lados y su ángulo comprendido de otro 
triángulo, entorìces cada uno de los ángulos restantes del primer triángulo 
es congruente al ángulo correspondiente del segundo triángulo. 

Gonsidérese un triángulo O r P r Q f donde, sin perder generalidad, supon- 
gamos que O ' no es el centro O de 2 (fig. B.4e) y, además, que las 
tf circunferencias 5î de los Iados O'P' y O f Q r se corten nuevamente en C. 
Inviértase la figura respecto a C como centro y con una potencia que 
transforrne a 2. en s^misma. Como el tàmano del ángulo se conserva ante 
la inversión, las “circunferencias” CP'O' y CQ'O r (siendo ortogonales a 2 


Fig. 8.4e 

y pasando por el centro C de inversión) se mapean en dos rectas diame- 
trales de 2, y el triángulo O f P'Q f se mapea en un triángulo OPQ, donde 
OP, OQ son rectas radiales de 2- Como ambas medidas de los ángulos 
y de las longitudes de los segmentos se conservan ante la inversión, se 
deduce que los triángulos O'P'Q' y OPQ son congruentes. 

Ahora sea O f x P f x Q r x ún triángulo en que longitud O'JP'\ — longitud 
O'P', longitud O f x Q f x = longitud O'Q' y ángulo P'iO' 1 Q\ = ángulo 
P'O'Q' . Como antes, el triángulo O'JP'^Q^ es congruente al triángulo 
OP x Q x , donde OP x> OQ x son rectas radiales de 2. Pero el triángulo OP x Q x 
es congruente (en el sentido euclidiano) al triángulo OPQ. Por consi- 
guiente, el triángulo O'^P'^Q'-l es congruente al triángulo O'P'Q'. 

GRUPO IV: POSTULADO DE LAS PARALELAS 

IV'-l. Por un punto dado A que no esté en una recta dada m pasan 
al menos dos rectas que no cortan a la reçta m. 
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Supongainos que la ÍC circunferencia” que contiene la recta m corta 
a X en X y Y (fig. 8.4f). Trácense por A las únicas íc circimferencias” orto- 
gonales a ï y que pasen, respectivamente 3 por X y Y. Estas Cí circunferen- 
cias” son clistintas, y de aquí se deduce el resultado deseado. 

GRUPO ALTERNATIVO V 

V'-l. Si los puntos de un segmenío ordenado con origcn A y extrc- 
mo B se separan en dos clases de modo que 

1) cada punto de AB pertenezca a una y sólo-^una de las clascs, 

2) los puntos A y B pertenezcan á dìstintas clases (que llamaremos, 
rcspectivamente, primera y segunda clases), 



Fig. 8.4f 

3) cada punto de la primera clase preceda a cada punto de la segunda, 
cntonces existe un punto C en AB tal que todo punto que preceda a C 
pertenecerá a la primera clase y todo punto que siga a C pertenecerá a la 
segunda clase . 

Inviértase con respecto a un punto D que no esté en el segmento AB, 
sino en la ££ circunferencia” que contiene al segmerito AB. Entonces, el 
segmento ordenado AB se convierte en un segmento rectilíneo semejante- 
mente ordenado A'B'. E1 lector puede completar fácilmente la demostración. 

Podemos considerar ahora que el objeto de este articulo (demostrar que 
la geometria plana lobachevsquiana es compatible si la geometría plana eucìi- 
diana lo es) se ha îogrado. Pues, si hubiera alguna incompatibilidad en la 
geometría plana lobachevsquiana, la habría correspondientemente en la eucli- 
diana del modelo de Poincaré. 

Suponiendo que la geometría plana euclidiana sea compatible, no sólo 
hemos establecido la compatibilidad ae la geometría plana lobachevsquiana, 
sino que además hemos demostrado que el postulado euclidiano de las 
paralelas es independiente de los demás postulados de la geometría eucli- 
diana 5 * porque en el modeio ae Poincaré tenemos una interpretación de 
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parte de la geometría plana euclidiana que falsifica el postulado de las 
paralelas euclidiano pero verifica todos sus demás postulados. Si el postulado 
de las paralpîas euclidiano fuera implicado por los demás postulados eucli- 
dianos, entonces también tendría que verificarse en el modelo. Como hemos 
visto que no sucede así, y como hemos supuesto que la geometría euclidiana 
es compatible, se deduce que el postulado de las paralelas euclidiano no 
puede ser implicado por los demás postulados euclidianos y, por tanto, 
es independiente de ellos. 

Por supuesto, una demostración satisfactoria de la compatibilidad de la 
geometría plana euclidiana nunca se ha dado, excepto (como veremos 
en el segundo volumen de nuestra obra) refiriéndonos como base a los 
conceptos de la geometría analitica y, en consecuencia, finalmente al sistema 
de números real, cuya compatibilidad es, a su vez, una cuestión abierta. 


PROBLEMAS 

8.4- 1 Establézcase la interpretación de I—1 invirtiendo la figura con 
respecto a un punto de 2. 

8.4- 2 Demuéstrese cómo la interpretación de 1-1 comprueba îa inter- 
pretación de II—4. 

8.4- 3 Demuéstrese cómo la interpretación de III—4 es ima consocuen- 
cia del teorema 2.7.6. 

8.4- 4 Complétese la demostración de la interpretación dc V'-l. 

8.4- 5 a) Demuéstrese que un cono circular oblicuo tiene scccioncs 
circulares cuyos planos no son paralelos al plano de la circunferen’cia gcne- 
ratriz del cono. 

b) Demuéstrese que dos circunfercncias en distintos planos, pcro que 
compartan un diámetro común, están relacionadas proyectivamentc por 
una perspectividad paralela. 

c) Demuéstrese que existen un número infinito de proyectividadcs 
que mapean una circunferencia y su interior sobre la misma circunferencia 
y su interior. 

8.4- 6 Describimos un modelo de geometría plana lobachcvsquîana 
que fue ideado por Felix Klein (1849-1929) . 

Elíjase una circunferencia fija, 2, en el plano euclidiano y establczcan- 
se las siguientes representaciones de los términos primitivos de la geomc- 
tría plana lobachevsquiana: 

punto: punto en el interior de 2 

recta: cuerda de 2 

punto en una recta: la interpretación es eyidente 
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punto entre dos pimtos: la interpretación es evidente 
segmentos congruentes: segmentos que pueden mapearse sobre otro por 
una proyectividad de X y su interior sobre sí misma 

ángulos congruentes: ángulos que pueden mapearse sobre otro por 
una proyectividad de X y su interior sobre sí misma 

Verifíquense, en el modelo de Klein, los postulados de Hilbert para la 
geometría plana lobachevsquiana. 

8.4-7 Demuéstrese que^ en el modelo de Rlein, podemos definir la 
longitud del segmento AB por log ( AB,TS), donde S y T son los puntos 
en los que la cuerda que contiene el segmento AB corta a X, siendo puestos 
S y T de modo que A esté entre S y B. 

8.5 Deducciones del modelo de Poincaré. Si un rnodelo de un sis- 
tema A se ha formado dentro de otro B es concebibîe que algunos teore- 
mas del sistema A puedan establecerse más fácilmente demostrando sus 
equivalentes en el B, especialmente si se está más farniliarizado con el siste- 
ma B que con el A. Ahora bien, el modelo de Poincaré es un modelo de la 
geometría plana lobachevsquiana dentro de la geometría plana euclidiana. 
Como estamos más familiarizados con la euclidiana que con la lobachevs- 
quianaj la idea de tratar de establecer algunos teoremas de la lobachevsquia- 
na estableciendo sus equivalentes en el modelo se sugiere por sí misma. E1 
fin de este artículo es ilustrar este procedimiento. Además de establecer 
muy simplemente a partir del modelo de Poincaré algunos teoremas difí- 
ciles de la geometría plana lobachevsquianaj demostraremos cómo la tri- 
gonometría plana lobachevsquiana puede deducirse del modelo.'* 

Como en la demostración de la interpretación de III—6 del artículo an- 
terioG un triángulo O'P'Q', con ángulo recto en Q' es (fig. 8.5a) con- 
gruente a un triángulo OPQ, donde OP, OQ están sobre los radios de la 
circunferencia fundamental X y el ángulo OQP — 7r/2 radianes. Suponga- 
mos que la circunferencia II determinada por la recta PQ corte a X en 
S y T y que IOQJ sea un diámetro de X, que corte a II nuevamente en W- 
Establecemos ahora una corta cadena de teoremas relacionados con la 
figura 8.5a. Para simplificar ? designemos Ia longitud de un segmento AB 
por AB. Gomo la medida de un ángulo es la misma que la medida eucli- 
diana del ángulo correspondiente, no se necesitarán aquí letras negras. 

8.5.1 Teorema. Si WS y WT cortan a X nuevamente en U y V, en - 
tonces UV es el diámetro de X perpendicular al diámetro IJ. 

# Véase Howard Eves y V. E. Hoggatt, Jr., “Trigonometría hiperbólica deducida 
del modelo de Poincaré”, The Amencan Mathematical Monthly , vol. LVIII, núm. 7, 
agosto-septiembre de 1951. 
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Selecciónese W como centro de inversión y elíjase una potencia tal que 
X se invierta en sí misma. Entonces S se invierte en U, y T en V. Como II 
es ortogonaî tanto a X como a 7/, se deduce que UV es el diámetro de 
2 perpendicular al diámetro IJ. 

V 


w 


u 

Fig. 8.5a 

8.5.2 Teorema. Supongamos que WP corte a UV en R, y designemos 
las longitudes de OW y OR por m y n 3 y el radio de X por r. Sean K el 
centro de II y M y N los pies de las perpendiculares bajadas desde P a OW 
y OR, respectivarâente. Entonces 

aj' KP = (m 2 - r s ) /2m, 

b) OM == m(n 2 + r 2 )/(m 2 + n 2 ), 

c) OP = (m 2 n 2 + r 4 )' 4 (m 2 + n 2 ) J/ % 

d) OQ = r 2 /m. 

Como KP = OW — OK = m — (r 2 + KP 2 ) 2/ % se deduce que 
KP = (m 2 — r 2 ) /2m. 

Así mismo, como tgPI+O = n/m, y como <PKO = 2<PWO } se deduce 
que 

tgPATO = 2mn/(m 2 — n 2 ), sen P.KO = 2mn/(m 2 + n 2 ). 

Por consiguiente 3 

OM = VP = (OW)(NR)/OR = m(n - MP)/n = 

m(n 2 + r 2 ) /(m 2 + n 2 ). 

Entonces 

OP 2 = MP 2 + OM 2 = (m 2 n 2 + r 4 )/(m 2 + n 2 ). 

Finahnente, 



OQ = OW — 2KP = m - 2(m 2 T r 2 )/2m = r 2 /m. 
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8.5.3 Teorema. Los segmentos OP ; OQ 5 OR se conectan por la re- 
lación 

r 2 + OP 2 __ r 2 + OR 2 r 2 + OQ 2 
r 2 - OP 2 r 2 - OR 2 r 2 - OQ 2 ‘ 

Pues 3 por el teorema 8.5.2 (c), 

r 2 + OP 2 _ r 2 {jn~ + n 2 ) + m 2 n 2 + r 4 _ (r 2 + n 2 ) (m 2 + r 2 \ 

r 2 — OP 2 r 2 (m 2 + n 2 ) — m 2 n 2 — r 4 (r 2 — n 2 ) (m 2 — r 2 ) 

__ r 2 + n 2 r 2 + r 4 /m 2 _ r 2 + OR 2 r 2 + OQ 2 

r 2 — n 2 r 2 — r 4 /m 2 r 2 — Oi? 2 r 2 — OQ/ 

puesto que OR = n , y 5 por el teorema 8.5.2 (d) 3 OQ = r 2 /m. 

8.5.4 Definigiones y notación. Para toda x real definimos 

senh x = (e x — e~ x ) /2, cosh x — (e x + e~ x ) /2, 
tgh .v — senh x / cosh x, 

donde senh, cosh y tgh son abreviaturaà de seno hiperbólìco, coseno hiper - 
bólico y tangente hiperbólica. 

8.5.5 Teorema. Si OQ es un segmento radial, X, entonces 

a) coshOQ - (r 2 + OQ 2 )/(r 2 - OQ 2 ) 5 

b) senh OQ = 2rOQ/(r 2 ~ OQ 2 ) 5 

c) tgh OQ = 2rOQ/ (r 2 + OQ 2 ). 

Pues 5 como OQ = log (OQJJ),, tenemos 

coshOQ = (e oc * + e~°Q)/2 

— l(OQJJ) + (OQJI ))/2 
= [(OI/IQ)/(OJ/JQ) + (OJIJQ)I(OIIIQ )}/2 

= (QJ/iQ + iQ/QJ)/ 2 

= í(r - OQ)/(r + OQ) + (r + OQ)/(r - OQ)]/2 
= (r 2 + OQ>)/(r*-OQ*), 

y la relación (a) queda establecida. Las relaciones (b) y (c) $e deducen en 
una forma semejante, o bien 5 a partir de las identidades senh 2 x = cosh 2 x 
— 1 y tgh # = senh A:/cosh x. 

8.5.6 Teorema. En la figura 8.5a 3 cosh OP = cosh OQ cosh QP. 
Gomo una consecuencia inmediata de ios teorernas 8.5.3 y 8.5.5 (a) 

tenemos 


cosh OP = cosh OQ cosh OR. 
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Pero 3 por el teorema 8.5.1, ( QP,ST ) = W(QP,ST) = (OR,UV) 3 de donde 
OR = QP, y el teorema queda establecido. 

8.5.7 Teorema. En la figura 8.5a, cos QOP = tgh OQ/tgh OP. 

Porque, por el teorema 8.5.5 (c), \ 

tghOQ/tghOP - OQ(r 2 + OP 2 ) /OP(r 2 + OQ 2 ). 

Sustituyendo las expresiones de OP y OQ que se dan en el teorema 8.5.2 (c) 
y (d), y simplificando, tenemos 

tghOQ/tghOP = m(r 2 + n 2 ) / (m 2 n 2 + r 4 ) Vz (m 2 + n 2 ) Vi 
= [m(r 2 + n 2 ) / (m 2 + n 2 )]/[(m 2 n 2 + r 4 ) Vi /(m 2 + n 2 ) 1/2 ] 

= OM/OP [por el teorema 8.5.2 (b) y (c)] 

= cos QOP, 

y el teorema queda establecido. 

8.5.8 Observación. Los teoremas 8.5.6 y 8.5.7 dicen que en todo 
triángulo rectángulo lobachevsquiano, ABC S con el ángulo recto en C, se 
tiene 

cosh c — cosh a cosh b s cos A = tgh b /tgh c, 

donde a } b 3 c son los lados opuestos a los ángulos A 3 B, C 3 respectivamente. 
Con estas dos fórmulas se pueden obtener todas las demás de trigonometría 
lobachevsquiana por procedimientos puramente analíticos. 

Utilicemos ahora el modelo de Poincaré para restablecer de una manera 
sencilla dos de nuestros teoremas anteriores (teoremas 7.3.5 y 7.4.1) y uno 
nuevo que da la relación entre el ángulo de paralelismo en un punto P 
para una recta AB y la distancia del punto P a la recta AB. 

8.5.9 Teorema. La suma de los ángulos de un triángulo lobachevs- 
quiano es siempre menor que dos rectos. 

Como en la demostración de la interpretación de III—6 del artículo 
anterior, el triángulo es congruente a un triángulo OPQ 3 donde O es el 
centro de la circunferencia fundamental X y OP 3 OQ son rectas radiales 
de X. Pero en este triángulo es evidente que la suma de los ángulos es menor 
que dos rectos. 

8.5.10 Teorema. Dos rectas hiperparalelas tienen una perpendicular 
común única . 

Sean m y n (fig. 8.5b) dos rectas hiperparalelas. E1 centro radical R 
de las tres “circunferencias ,> X, m 3 n 3 está en el exterior de X ; en conse- 
cuencia, las tres “circunferencias” tienen una^circunferencia radical, que es 
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la única circunferencia ortogonal a cada una de las X, m y n. Esto demuestra 
el teorema. 


8.5.11 Teorema. Si a es el ángulo de paralelismo para la distancia p, 
entonces, e“ p — tgaj2. 



Fig. 8.5b Fig. 8.5c 


Supongamos que la “circunferencia 5 ’ que contiene la perpendicular 
desde el punto dado P a la recta dada m y la “circunferencia 55 que con- 
tiene esta recta m se corten nuevamente en R (fig. 8.5c). Entonces R 
está en el exterior de X y Q y R son colineales con el centro de X . Inviér- 


y 



Fig. 8.5d T' 

tase la figura con respecto a R como centro de inversión y de modo que X 
se invierta en sí misma. Entonces., los arcos PQ y m se invierten en segmen- 
,tos de recta perpendicuîares entre sí 5 y Q se invierte en el centro de X, 
como se ilustra en la figura 8.5d. En esta figura tenemos 

a + 2j3 = tt/2, o /3 = tt,/ 4 - a/2. 
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Ahora bien 3 tomando % con radio unidad 3 tenemos 

p = log (P'Q.',T'S') = log (P'T'/P'S') = log | + tg f , 

1 “ tgP 

de donde 

t _ 1 — tg «/2 

= 1 ~ tg (tt,/ 4 — g/2) = 1 + tg a/2 

1 + tg (7r,/4 - tt/2) ^ + 1 - tgq/2 

1 + tg a/2 

__ 1 + tg a/2 - 1 + tg«/2 _ 

--tgtf/2- 

1 + tg a/2 + 1 “ tga/2 

8.5.12 Observagión. Obsérvese que p = logctga/2 y a = 2 tg -1 £ -p . 
Se deduce que hemos elegido nuestra unidad de longitud para que sea la 
distancia correspondiente a 2 tg —1 (l/^) 5 como el ángulo de paralelismo. 
Vemos que 3 en la geometria lobachevsquiana 3 las longitudes y las áreas son 
absolutas. Con cada segmento lineal se puede relacionar un ángulo definido 
(es decir 3 el ángulo de paralelismo para este segmento), y con cada área 
puede relacionarse un ángulo definido (es decir 3 el ángulo agudo del cua- 
drilátero de Saccheri equivalente). 

PROBLEMAS 

8.5- 1 Establézcase la identidad senh 2 Ar = cosh 2 a: — 1. 

8.5- 2 Dedúzcanse las relaciones (b) y (c) del teorema 8.5.5. 

8.5- 3 Establézcanse, con el modelo de Poincaré 3 los teoremas 7.2.7 3 
7.2.8 y 7.2.9. 

8.5- 4 Demuéstrese, por medio del modelo de Poíncaré 3 que a medida 
que la distancia p aumenta de 0 a oo ? el ángulo correspondiente del parale- 
lismo disminuye de tt,/ 2 a 0. 

8.5- 5 Demuéstrese, por medio del modelo de Poincaré 3 que el cuarto 
ángulo del cuadrilátero de Lambert es agudo. 

8.5- 6 Demuéstrese que: a) senh x + cosh x = e*, 
b) tgh x = (e 2x — 1 ) / (e 2x + 1). 

8.5- 7 a) Si x = senhy 3 demuéstrese que y = log Ix + ( x 2 + 1) % ]. 
b) Si * = tghy ? demuéstrese que y — (1/2) log[(l + x) / (1 — #)]. 

8.5- 8 Establézcanse las siguientes identidades: 

a) senh (x zt y) = senh x cosh y zt cosh x senh y 

b) cosh (x d= y) = cosh a: cosh y zh senh'A: senh y 

c) tgh [x ázy) = (tgh x áz tgh y) / (1 ±ztghxtghy) 
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8.5- 9 Establézcanse las siguientes identidades: 

a) senh 2x = 2 senh x cosh a: 

b) cosh 2x = senh 2 x + cosh 2 * 

c) tgh 2x = 2 tgh x/ (1 + tgh 2 x) 

8.5- 10 Establézcanse las siguientes identidades [donde u = (x + y) /2 
y v = (x - y)/2: 

a) senh * senh y = 2 senh w cosh v 

b) senh x' — senh y = 2 cosh w senh y 

c) cosh x +■ cosh y = 2 cosh w cosh v 

d) cosh x — cosh y — 2 senh u senh p 

8.5- 11 Demuéstrese que: 

a) senh (—x) = — senh * 

b) cosh (—*) = cosh x 

c) tgh (—x) = -tgh* 

8.5- 12 Exprésese tgh en función de: a) senh*, b) coshx. 

8.5- 13 Dedúzcanse las siguientes fórmulas para el triángulo rectángulo 
lobachevsquiano ABC (con el ángulo recto en C) a partir de las dos fórmu- 
las: 1) cosh c = cosh a cosh b, 2) cos + ~ tgh b /tgh a. 

a) sen A = senh û/senh sen .B = senh ò/senh c 

b) ctg A ctg B = cosh í; 

c) tg + = tgh û/senh b, tg B •= tgh b /senh a. 

d) cosh # = cos A/sen'B, cosh b = cos B/sen + 

8.5- 14 Para el triángulo lobachevsquiano general demuéstrese 

que: 

a) senh : senh b : senh c = sen + : sen jB : sen C 

b) cosh a = cosh 6 cosh c — senh b senh c cos + 

8.5- 15 Demuéstrese que si hemos elegido la longitud AB = k log (AB, 
TS) y donde k es una constante positiva (cambiando asi la unidad de 
longitud), entonces: 

a) las fórmulas de los problemas 8.5-13 y 8.5-14 tendrían que haberse 
modificado en todos lados sustituyendo a, b, c por a/k, b/k, cjk . 

b) tg«a/2 = donde a es el ángulo de paralelismo correspondiente 

a la distancia p. 

c) lím tg a/2 = ì, y la geometría lobachevsquiana se vuelve sensi- 

k ec 

blemente euclidiana si k se elige miiy grande en relación con las longitudes 
de los segmentos que intervienen. 

8.6 Geometría proyectiva y geometría no desarguesiana. En el Ca- 
pítulo VI consideramos la geometría proyectiva esencialmente como se desa- 
rrolló histórícamente. Esto es. examinaremos cierto núcleo de teoremas 
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que. están dentro del cuerpo que se expande de los teoremas de la 
geometría euclidiana y que tienen un carácter común que llamamos 
descriptivo. Hay ciertas características no satisfactorias de dicho enfoque a 
la geometría proyectiva. En primer lugar, si la base postulacional de la geo- 
inetría euclidiana fuera algo vaga o incompleta (como es generalmente 
lo que ocurre en la explicación a nivel íntermedio del tema) 3 entonces dicha 
vaguedad o calidad de incompleto también se reflejará en la geometría 
proyectiva. Y aun si la base postulacional de la geometría euclidiana se 
hiciera precisa, los teoremas de la geometría proyectiva son de tipo tan 
especial que esta base, al menos en su totalidad ; no serviría para distinguir 
los teoremas proyectivos de los no proyectivos. Tal vez la forma más satis- 
factoria para vencer la dificultad sea reconstruir la geometría proyectiva 
como una disciplina independiente, con sus propios términos primitivos y 
bases postulacionales. 

Hay muchos conjuntos de postulados para la geometría plana proyectiva 
que podríamos dar ; pero los siguientes * servirán con más claridad para 
los fines de este artículo. Aquí 3 “punto 5, 5 “recta 55 y í£ sobre 55 son los términos 
primitivos. 

8.6.1 POSTULADOS PARA LA GEOMETRÍA PROYECTIVA PLANA. 

I. Hay una y sólo una recta sobre cada dos puntos distintos, y uno y 
sólo un punto súbtre cada dos rectas distintas. 

II. Existen dos puntos y dos rectas tales que cada uno de los puntos 
está sólo sobre una de las rectas y cada una de las rectas está sólo sobre uno 
de los puntos. 

III. Existen dos puntos y dos rectas, no estando los puntos sobre las 
rectas, tales que el punto sobre las dos rectas está sobre la recta que pasa 
sobre los dos puntos. 

Ahora se recordará (del artículo 6.4) que de la proposición dada refe- 
rente sólo a los términos primitivos punto, recta y sobre, podemos formar 
una segunda proposición ; llamada dual f de la primera, simplemente inter- 
cambiando en todas las expresiones las palabras punto y recta. E1 principio 
de dualidad de la geometría proyectiva plana asegura que: el dual de una 
proposición verdadera de la geometría proyectiva plana es otra proposición 
verdadera de dicha geometría proyectiva plana. La demostración de este 
principio 3 dado en el artículo 6.4 3 se basó en la teoría de Poncelet de polos 
y polares ; pero se expresó un sentimiento de insatisfacción con esta demos- 

* K. Menger ; “Postulados autoduaies de geometría proyectiva ,, s The American 
Mathematical Monthly, 55 (1948), 195. 

f Nota del R. También se llama correlatìva de Ia primera; y al principio de dua- 
lidad se le llama también correlación. . 
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tración en el 6.4.1. Estamos ahora en condiciones de dar una demostráción 
simple y completamente satisfactoría del principio de dualidad de geo- 
metría proyectiva plana. Todo lo que tenemos que hacer es demostrar que 
los postulados de la geometría proyectiva plana implican el dual de cada 
uno de ellos, pues entonces el dual de un teorema que se haya deducido 
del conjunto de postulados puede establecerse simplemente dualizando, una 
por una, las explicaciones de la demostración del teorema original. E1 hecho 
de que cada uno de los postulados que hemos seleccionado sea realmente 
autodual nos ahorra la tarea de deducir como teoremas el sistema. de enun- 
ciados duales y, por tanto, nos permite admitir de inmediato el principio 
de dualidad en la geometría proyectiva plana. Podemos ahora volver a 
expresar el principio de dualidad en la forma siguiente: 

8.6.2 El principio de dualidad para la geometría proyectiva plana. 
Si un teorema es deducible de los postulados de la geometria proyectiva 
plana, entonces su dual también será deducible de dichos postulados. 

Es un hecho interesante y significativo que los postulados de la geome- 
tría proyectiva plana dados antes no requieren que el número de puntos 
de nuestra geometría sea infinito. De hecho, considérese la situación en 
que haya siete “puntos”, es decir, las siete Ietras A, B y C, D, E, F, G, y siete 
<c rectas”, es decir, los siete tríos ( AFB), (BDC), (CEA), (AGD), (BGE), 
(CGF), (DEF). E1 postulado I se verifica fácilmente considerando inde- 
pendientemente cada uno de los 21 pares de “puntos” y cada uno de los 
21 pares de ‘‘rectas”. E1 postulado II es cumplido por los dos “puntos”, 
B, C, y las dos “rectas” (AFB), (AEC). E1 postulado III es verificado por 
los dos “puntos”, B, C y las dos “rectas” (AGD), (DEF). 

Una geometría proyectiva que sólo contenga un número finito de puntos 
distintos se llama geometría proyectiva finita . E1 modelo anterior establece 
la existencia de una geometría proyectiva finita. También establece la com- 
patibilidad absoluta de nuestro conjunto de postulados para la geometría 
proyectiva plana. Y, finalmente, demuestra que si deseamos que nuestra 
geometría plana proyectiva se parezca más al concepto histórico primitivo 
de la materia tendremos que introducir más postulados. De hecho, ana- 
diendo gradualmente más postulados adecuados e introduciendo ciertas 
modificaciones, es posible convertir el conjunto de postulados de la geome- 
tría proyectiva plana en un conjunto de postulados de la geometría plana 
euclidiana, pasando, en el camino, por los conjuntos de postulados de varias 
geometrías intermedias. Dicho paso de la geometría proyectiva a la eucli- 
diana es un procedimiento interesante, pero tan excesivamente largo que 
tenemos que pasarlo por alto aquí. Sin embargo, diremos algo acerca de 
la ampliación de nuestro conjunto de postulados de la geometría proyectiva 
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plana ; de modo que haga que la geometría resultante se parezca a la 
geometría proyectiva plana clásica considerada en el Capítulo VI. 

E1 teorema de los dos triángnlos de Desargues para el plano (que los 
tridngulos copolares en un plano son coaxiales, y viceversa) es un principio 
respecto a la incidencia de algunos puntos y rectas del plano. Podría pare- 
cer ; entonces, que el teorema de los dos triángulos de Desargues para el 
plano podría ser deducible de los postulados anteriores para la geometría 
proyectiva plana, puesto que estos postulados describen la relación de inci- 
dencia de un punto y una recta en el plano. Sin embargo, demostraremos 
ahora que el citado teorema de Desargues para el plano no está implicado 
por los postulados de la geometría proyectiva plana. Para lograrlo, cons- 



Fig. 8.6a 

truiremos un modelo en que los postulados de la geometría proyectiva 
plana se verífiquen 3 pero en el que el mencionado teorema de Desargues 
no se cumpla. 

Elíjase una recta ordinaria 5 h, de un plano euclidiano ilimitado como 
eje x de un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares (fig. 8.6a). 
Por puntos del modelo se entienden los puntos reales e ideales del plano 
euclidiano ilimitado. Por rectas del modelo indicaremos la recta ideal en el 
infinito 3 todas las rectas reales de pendiente cero 3 infinita o negativa (como 
las a, b y c), más todas las líneas quebradas que consisten en dos semirrectas 
de pendiente positiva que se encuentran en h y con la pendiente de la 
semirrecta superior doble de la de la inferior (como la línea quebrada AXB). 
Por sobre en el modelo indicaremos la interpretación evidente. 

Podemos verificar ahora los tres postulados de la geometría proyectiva 
plana de nuestro modelo. Los postulados II y III se verifican fácilmente. 
La única parte de la verificación del postulado I que requiere comentario 
es la verificación de que dos puntos A y B del modelo ; donde A está en la 
mitad inferior del plano y B en la mitad superior con B a la derecha de A, 
determinan una recta única del modelo. En’la figura 8.6a ; sean X 0 y X t 
los pies de las perpendiculares desde A y B a h. À medida que el punto 
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X se mueve a lo largo de la recta h desde X 0 hasta X l3 el valor de (pen- 
diente XB) / (pendiente AX) aumenta continuamente desde 0 hasta oo. 
Se deduce que hay un punto único, X, entre X 0 y X x tal que (pendiente 
XB) / (pendiente AX) — 2. Si X no está entre X 0 y X 1} entonces cîara- 
mente la línea quebrada AXB no es una recta del modelo. Por tanto., hay 
una y sólo una recta en el modelo que una los puntos A y B. 

Considérense ahora los dos triángulos copolares ABC, A'B'C' de la 
figura 8.6b. Supongamos que AA', BB', CC' concurran en O y que BC y 
B'C' se corten en L, CA y C'A' en M, AB y A'B' en N. Entonces, como 
el teorema de los dos triángulos de Desargues se verifica en el plano eucli- 



Fig. 8.6b 

diano, L, M, N son colineales. Pero hemos dibujado Ia figura de modo 
que todos los puntos con letra> excepto el N, estén por debajo de h, y quc 
las rectas LM y AB tengan pendiente negativa mientras lá recta A'B' la 
tenga positiva. Se deduce que, en el modelo, los dos triángulos son aún 
copolares en O, pero la recta determinada por A' y B' no pasa por N, y los 
dos triángulos no son coaxiales en el modelo. 

8.6.3 Teorema. El teorema de los dos triángulos de Desargues es in- 
dependiente de los postulados de la geometría proyectiva plana. 

E1 modelo que acabamos de describir es una geometría proyectiva en la 
que el teorema de Desargues no se verifica, y la cual se llama geometría 
no desarguesiana;- y este ejemplo particular de la geometría no desargue- 
siana fue dado por F. R, Moulton en 1902, y es quizá el ejemplo 'más 
simple de una geometría no desarguesiana que se haya ideado. Un ejemplo 
más complejo de la geometría no desarguesiana se dio por Hilbert en su 
Grundlagen der Geometrie, en la que demuestra que el caso en el pìano 




8.6 GEOMETRIA PROYEGTIVA Y NO DESARGUESIANA 409 

ì • 

del teorema de Desargues no puede deducirse sin utilizar todos los postu- 
lados de congruencia o bien la suposición de que el plano está sumergido 
en un espacio tridimensional ; situación curiosa 5 puesto que el caso en el 
plano del teorema de Desargues debiera parecer que es independiente 
tanto de nociones métricas como de cualquier espacio de más dimensiones. 
Si el Iector recuerda las diversas demostraciones que hemos dado del caso 
; en el plano del teorema de Desargues, podrá observar que estas demostra- 
ciones utilizan o bien nociones métricas o bien el hecho de que el plano 
está dentro del espacio tridimensional. 

Para simplificar, designaremos las tres siguientes proposiciones (planas) 
por D, P y F;- se observará que la proposición D es parte del caso en el 
plano del teorema de Desargues y que la proposición P es el teorema de 
Pappus (la proposición F generalmente se llama Teorema fundamental 
de la geometría proyectiva clásica.) 

8.6.4 Proposición D. Si ABG 3 A'B'C' son dos triángulos en que los 
seis lados y los seis vértices son distintos } y si AA', BB' 3 CG' concurren } en - 
tonces los tres puntos de intersección de BG y B'G'; GA y G'A', AB y A'B' 
son colineales. 

8.6.5 Proposición P. Si A, B, G y A', B', G' son dos conjuntos de 
puntos colineales sobre rectas distintas } entonces los tres puntos de inter- 
sección de BG' y B*C, CA' y s C'A, AB' y A'B son colineales. 

8.6.6 Proposición F. Si una proyectividad transporta a cada tres 
puntos colineales en sí mismos, entonces transportará a cada punto de su 
recta en sí mismo. 

Puede demostrarse que en presencia de nuestros tres postulados, I, II, 
III, de la geometría proyectiva plana: 1) la proposición F implica la pro- 
posición P; 2) las proposiciones P y D implican la proposición F; 3) la 
proposición D implica el recíproco de la proposición D; 4) la proposición P 
implica la proposición D. Se deduce que las proposiciones P y F son equiva- 
lentes y que la P implica las D y F y el recíproco de la proposición D. De 
hecho, si además de nuestros tres postulados, I, II, III, suponemos única- 
inente la proposición P, entonces toda la geometría proyectiva plana 
clásica puede deducirse. 

Para enunciar esto en otra forma, formulamos las siguientes definiciones. 

8.6.7 Definiciones. Un plano proyectivo és la noción compuesta de 
dos conjuntos no v^.cíos de objetos llamados , puntos y rectas } con una rela- 
ción sobre entre puntos y rectas, para los que nuestros tres postulados I, 



410 


FUNDAMENTOS DE LA GEOMETRIA 


II, III se verifiean. Así mismo, como la proposición D, P o F también se 
verifica, el plano proyectivo se dice que es desarguesiano , pappiano o clásico. 

Tenemos entonces el siguiente teorema. 

8.6.B Teorema. Un plano proyectivo pappiano es desarguesiano y 
clásico. 

No quitaremos espacio aquí para considerar las partes importantes que 
juegan las proposiciones D y P en el establecimiento de un sistema de coor- 
denadas en un plano proyectivo. 

PROBLEMAS 

8.6- 1 Demuéstrese que el conjunto de postulados 8.6.1 y el siguiente 
conjunto de postulados son equivalentes (esto es, cada uno implica el otro). 

Pi. Existe al menos una recta. 

P2. Hay al menos tres puntos sobre cada recta. 

P3. No todos los puntos están sobre la misma recta. 

P4. Hay exactamente una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Hay al menos un punto en dos rectas cualesquiera distintas. 

8.6- 2 a) Dedúzcanse los siguientcs teoremas a partir del conjunto de 
postulados del problema 8.6-1. 

Tl. Existe al menos un punto. 

T2. Hay exactamente un punto sobre dos rectas distintas cualesquiera. 

T3. Hay al menos tres rectas sobre cada punto . 

T4. No todas las rectas están sobre el mismo punto. 

b) Demuéstrese ahora que el principio de dualidad se verifica en la 
geometría que se deduce de los postulados del problema 8.6—1. 

8.6- 3 Dedúzcanse los siguientes teoremas adicionales a partir del con- 
junto de postulados del problema 8.6-1. 

T5. Si hay al menos n puntos sobre una recta 3 entonces habrá al rnenos 
n puntos en cualquiera otra recta. 

T6. hay a lo más n puntos sobre una recta, entonccs habrá a lo más 
n puntos sobre cualquiera otra. 

T7. Si hay exactamente n puntos sobre una recta , entonces hay exacta- 
mente n puntos en toda recta . 

T8. Si hay exactamente m rectas sobre un punto y entonces hay exac - 
tamente m rectas sobre todo punto. 

T9. Si hay exactamente n puntos sobre cada recta, enionces habrá 
exactamente n rectas sobre cada punto . 
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TIO. Si hay exactamente n puntos sobre cada recta, entonces habrá 
n 2 — n + 1 puntos en conjunto y n 2 — n + 1 rectas en conjunto. 

8.6- 4 Demuéstrese que una geometría proyectiva plana debe contener 
al menos 7 puntos distintos y 7 rectas distintas. 

8.6- 5 Constrúyase una geometría proyectiva plana con exactamentc 
cuatro puntos distintos sobre cada recta. 

8.6- 6 Demuéstrese que lo siguiente es una interpretación euclidiana 
de los postulados de la geometría proyectiva plana. Sea O un punto fijo 
del espacio; por un “punto” indicaremos una recta que pasa por O; por 
una “recta” indicaremos un plano que pasa por O; por “sobre” indicare- 
mos la interpretación evidente. 

8.6- 7 Establézcase la independencia de los postulados del conjunto 
de ellos del problema 8.6-1. 

8.6- 8 Demuéstrese que lòs postulados Pl, P2, P3 del conjunto de ellos 
del problema 8.6-1 puede sustituirse por el simple postulado: 

PP. Existen cuatro puntos , sin que tres de ellos sean colineales. 

8.6- 9 Demuéstrese que el principio de dualidad se verifica en un plano 
proyectivo desarguesiano. 

8.6- 10 Verifíquense realmente los postulados I, II, III del artículo 8.6 
en el modelo establecido allí de una geometría proyectiva plana no dcsar- 
guesiana. 

8.6- 11 a) Demuéstrese que las rectas modificadas del inodclo de la 
geometria plana no desarguesiana del artículo 8.6 pueden definirse analí- 
ticamente por Ia ecuación 

y = ™{x ~ a)f(y,m), 

donde i) f(y,m) =1 si m ^ 0; ii) f(y,m) =1 si m > 0 y y^ 0; 
iii) f(y,m) = \ si m > 0 y y > 0. 

b) Sean P(r,s), Q(t,u) dos puntos del plano cartesiano tales quc 
r < t, s < 0 ; u > 0. Demuéstresc que la única recta modificada determi- 
nada por P y Q corta al eje x en el punto en que x = ( ur — 2 st) / (u — 2$). 

8.6- 12 Si en una ecuación trigonométrica cada función trigonométrica 
que aparece se sustituye por su cofunción, la nueva ecuación obtenida se 
llama la dual de la original. Establézcase el siguiente principio de dualidad 
de la trigonometría: Si una ecuación trigonométrica en que sólo interviene 
un ángulo es una identidad, entonces su dual tambiên es una identidad. 

8.7 Geometrías finitas. Una geometría finita es Ia que sólo contiene 
un número finito de puntos, rectas y planos. La existencia de una geome- 
tría de este tipo que contiene exactamente 7 puntos, 7 rectas y 1 plano 
fue establecida en el artículo anterior. G. Fano^ en 1892, fue el primero que 
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consideró una geometría fini'ta, una geometría tridimensional que contenía 
15 puntos, 35 rectas y 15 planos, conteniendo cada plano 7 puntos y 7 rec- 
tas. Pero las geometrías finitas no alcanzaron su máxima importancia sino 
hasta alrededor de 1906, cuando OswaId Veblen y W. H. Bussey hicieron 
un estudio de las geometrías proyectivas finitas. Desde entonces, el estudio 
de las geometrías finitas ha crecido considerablemente y ha dado origen a 
muchos problemas no resueltos que han atraído la atención de los investiga** 
dores actuales. Por ejemplo, se ha demostrado que existen geometrías pro- 
yectivas finitas que tienen n puntos en una recta si n — 1 es una potencia 
de un primo, pero no se sabe si n puede tener algún otro valor. Se ha 
demostrado que sólo hay esencialmente una geometría proyectiva finita con 
n puntos sobre una recta si n — 3, 4, 5 o 6, ninguna geometría de este 
tipo para n = 7, exactamente una paxa n — 8 , al menos una para n — 9, 
y al menos cuatro para n*= 10 (una de las cuales es la desarguesiana y las 
otras tres no desarguesianas). Un estudio sistemático de las geometrías fi- 
nitas requiere una gran excursión dentro del álgebra abstracta y, por tanto, 
está más allá de los límites impuestos a esta obra. La exìstencia de las 
geometrías finitas proporciona la base adicional de la naturaleza hipotético- 
deductiva de gran parte del estudio geométrico actual. En este artículo 
consideraremos muy brevemente algunas geometrías finitas planas espe- 
ciales. 

8.7.1 Geometría proyectìva de los siete puntus de Fano. Los postula- 
dos para la geometría finita de 7 puntos del artículo 8.6 pueden enun- 
ciarse coino sigue: 

Pl. Exìste al menos una recta. 

P2. Hay exactamente tres puntos sobre toda recta. 

P3. No todos los puntos están sobre ia misma recta . 

P4. Hay exactamente una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Hay al menos un punto sobre dos rectas distintas cualesquiera . 

La geometría finita es una geometría proyectiva (problema 8.6-1) y 
puede representarse por el siguiente diagrama simbólico, en el que los nu- 
meros 1, * * *, 7 representan puntos y las columnas verticales representan 
rectas: 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 
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8.7.2 Una geometría proyectiva finita de trece puntos y trece rectas. 
Como una base postulacional para esta geometría tomamos los postulados 
de 8.7.1 con el postulado P2 sustituido por: 

P2'. Hay exactamente cuatro puntos sobre toda recta. 

Esta geometría puede representarse por el siguiente diagrama simbólico: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 

10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

8.7.3 Geometría finita de Young de los nueve puntos y doce rectas . 
Si en la geometría proyectiva finita de 8.7.2 omitimos una de las rectas 
de cuatro puntos, obtenemos una geometría de 9 puntos y 12 rectas. Esto 
equivale a proyectar una de las rectas al infinito y convertir así la geometría 
proyectiva de 13 puntos y 13 rectas sin paralelas en una geometría eucli- 
diana de 9 puntos y 12 rectas con paralelas.* Esta geometría puede defi- 
nirse por los siguientes postulados: 

Pl. Existe al menos una recta. 

P2. Hay exactarriente tres puntos sobre toda recta. 

P3. No iodos los puntos están sobre la misma recta. 

P4. Hay exactamente una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Dada una recta 1 y un punto P., que no esté sobre 1, hay exacta- 
mente una recta sobre P y que no está sobre ningún punto de 1. 

Dos rectas que no contienen ningún punto común se dice que son 
paralelas, y esta geometría finita es euclidiana en el sentido de que por un 
punto que no esté sobre una recta hay una y sólo. una paralela a dicha 
recta. E1 principio de dualidad no se verifica en esta geometría por cuanto 
que dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta^ pero dos rectas 
distintas no siempre determinan un punto. E1 lector puede tratar de dedu- 
cir los siguientes teoremas de esta geometría a partir de la base postula- 
cional anterior. 

Tl. Existen exactamente nueve puntos en la geometría . 

* Esta geometría se utiliza para ilustrar un sistema lógíco completo en M. R. 
Cohen y E. Nagel, ïntroduction to Logic and Scientific Method. Nueva York: Har- 
court, Brace and Companyj Inc., 1934. 
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T2. Existen exaçtamente doce rectas en la geometría. 

T3. Toda recta tìene precisamente dos rcctas paralelas a ella. 

T4. Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre sí. 

T5. El teorem-a de Pappus se verijica para seis puntos sobre un par de 
rectas paralelas. 

La geometría puede representarse por el siguiente diagrama simbólico: 

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 7 

2 4 5 6 5 4 6 4 5 6 5 8 

379 889787969 

8.7.4 La geometrîa finita de Pappus. La geometría finita de 9 pun- 
tos y 9 rectas con 3 puntos sobre cada recta y 3 rectas sobre cada punto 
puede definirse por los siguientes postulados: 

Pí. Existe al nienos una recta. 

P2. Hay exactamente tres puntos sobre toda recta. 

P3. No todos los puntos están sobre la misma recta. 

P4. Hay a lo más una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Dada una recta 1 y un punto P, que no esté en ì 3 hay exactamente 
una recta sobre P y que no está sobre ningún punto de 1. 

P6. Dado un punto P y una recta \ 3 que no esté sobre P, hay exacta - 
mente un punto sobre 1 y que no está sobre ninguna recta que pase sobre P. 

Dos rectas sin ningún punto común se dice que son paralelas^ y dos 
puntos sin una recta común se dice que son paralelos., E1 principio' de dua- 
lidad se verifica en esta geometría^ que tiene Ia propiedad euclidiana del 
paraìelismo de rectas y además la propiedad dual del paralelismo de pun- 
tos. Los siguientes teoremas pueden establecerse: 

Tí. Existe al menos un punto. 

T2. No todas las rectas pasan por el mismo punto. 

T3. Hay a lo más un punto sobre dos rectas distintas cualesquiera. 

T4. Hay exactamente tres rectas sobre todo punto. 

T5. Se verifica el principio de dualidad. 
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T6. El teorema de Pappus se verifica para los seis puntos sobre un par 
de rectas paralelas. 

T7. Hay exactamente nueve puntos en la geometría. 

T8. Hay exactamente nueve rectas en la geometria. 

La geometría puede representarse por el siguiente diagrama simbólico 
o por el esquema gráfico de la figura 8.7a. 

1 2 3 4 5 6 1 2 7 

2 3 4 5 6 1 3 4 8 

7 8 9789569 


1 5 3 



8.7.5 La geometría finita de Desargues. Esta es una geometría finita 
de 10 puntos y 10 rectas con 3 puntos sobre una recta y 3 rectas sobre un 
punto. Puede definirse por los siguientes postulados: 

Pl. Existe al menos un punto. 

Definiciones. Una recta p se llama polar de un punto P si no hay 
ninguna recta que pase tanto sobre P como sobre un punto de p. Un punto 
P se llama polo de una recta p si no hay ningún punto que esté sobre p 
y una recta que pase sobre P. 

P2. Todo punto tìene una polar. 

P3. Toda recta tiene a lo más un polo . 

P4. Hay a lo más una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Hay al menos tres puntos distintos sobre toda recta. 

P6. Si la recta p no pasa sobre un puntd Q, entonces hay un punto 
sobre p y una polar q de Q. 
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Dos rectas sin un punto común se dice que son paralelas; dos puntos 
sin una recta común se dice que son paralelos. Esta geometría es interesante 
porque es darguesiana^ tiene dualidad., tiene polaridad y es lobachevsquiana 
en el sentido de que una recta puede tener hasta tres rectas paralelas que 
pasen por un punto que no esté sohre ella. E1 lector puede tratar de esta- 
blecer los siguientes teoremas: 

Tl. Un punto tìene exactamente una polar y una recta iiene exacta - 
mente un polo. 

T2. Si el punto P es el polo de la recta p, entonces p es la polar del 
punto P. 

T3. Si el punto P está sobre la polar de un punto Q, entonces el punto 
Q está sobre la polar del punto P. 

T4. Dos rectas paralelas a la misma recta tienen un punto común. 

10 

8 


4 

Fig. 8.7b 

T5. Hay exactamente tres puntos sobre toda recta y tres rectas sobre 
todo punto. 

T6. Hày exactamente diez puntos y diez rectas en la geometría. 

T7. Se verifica el principio de dualidad. 

T8. Se verifica el teorema de Desargues. 

La geometría puede representarse por el siguiente diagrama simbólico 
o por el esquema gráfico de la figura 8.7b. 

1 2 32436147 



4 5 6 36 1 4 258 

10 10 10 7 7 8 8 9 9 9 
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8.7.6 Geometrías afines. Una geometrîa afín puede definirse por los 
siguientes postulados: 

Pl. Existe al menos una recta. 

P2. Hay al menos dos puntos sobre toda recta. 

P3. No todos los puntos estdn sobre la misma recta. 

P4. Hay exactamente una recta sobre dos puntos distintos cualesquiera. 

P5. Dada una recta 1 y un punto P que no esté sobre 1, hay exacta - 
mente una recta sobre P y que no pase sobre ningún punto de 1. (Este 
puede llamarse el postulado de las paralelas.) 

Los siguientes teoremas pueden establecerse a partir de los postulados 
anteriores. 

Tl. Toda recta contiene o bien un número infinito de puntos o bien el 
mismo número finito. 

T2. Todo punto tiene un nûmero infinito de rectas o bien el mismo 
númiero finito. 

T3. Si toda recta contiene exactamente n puntos, entonces todo punto 
tiene exactamente n 4 1 rectas que pasan sobre él. 

T4. Si toda recta contiene exactamente n puntos, entonces hay exacta - 
mente n 2 puntos )/n(n4 1) rectas en la geometría. 

Definición 1 . Dos rectas que no tengan ningún punto común se dice 
que son paralelas. 

T5. Si una recta es paralela a una de dos rectas que se cortan, cortará 
a la otra. 

T6. Si la recta p es paralela a la q y la q es paralela a la r, entonces 
ía p es paraleía a la r. 

Definicion 2. Si p es una recta, entonces el conjunto de rcctas que 
consisten en p y todas las rectas paralelas a p se llama la clase paralela de p , 
y se desígna por [p]. 

T7. Si la recta q está en [p], entonces [q] = [p]. 

T8. Dos clases paralelas o coinciden o no tienen miembros comunes . 

T9. Si toda recta contiene exactamente n puntos, entonces para cada 
recta p la clase [p] tiene exactamente n miembros. 


Geometría, I.—27. 
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TIO. Si se asigna un punto ideal común a todas las rectas de una clase 
paralela, y si el conjunto de todos los puntòs ideales de este tipo se llama 
una recta ideal, entonces el plano aumentado que contenga todos los puntos 
y rectas ordinarios e ideales es un plano proyectivo. 


8.7.7 Una geometría afín finita interesante. La. geometría de Young 
de 8.7.3 es claramente una geometría afín finita. Gomo otro ejemplo de 
una geometría afín finita considérese el siguiente modelo. 

Las 25 letras A, B, C, ‘ y Y (que están en el primer bloque del dia~ 
grama siguiente) se llamarán puntos. Los 30 conjuntos de cinco letras que 
están en un renglón o en una columna de los siguientes tres bloques se Ila- 
marán rectas . 


D E 

A 

1 L T W 

A X Q 

1 J 

S 

V E H K 

R K 1 

N 0 

G 

0 R U D 

] c U 

S T 

Y 

C F N Q 

V T M 

X Y 

M 

P X B ] 

N G E 

punto sobre 

una 

recta y una 

recta sobre un 


la interpretación evidente. 

Dejaremos al lector la tarea directa de demostrar que el modelo es 
realmente un ejemplo de una geometría afín finita. y formularemos ahora 
las siguientes definiciones. 


Definición 1. Por la distancia, ZiZ 2; entre dos puntos Zi y Z 2 sobre 
una recta p, se indica el mínimo número de pasos que hay que dar en la 
recta p para ir de un punto a otro ; en la que la primera letra de dicha recta 
se considera que sigue a la última letra de ella. (Así ; en la recta ABCDE , 
la distancia DB = 2 y la distancia AE = 1.) 

Definición 2. Dos pares de puntos. Zi, Z 2 y Z i; son congruenteSj 
y escribimos ZiZ 2 == Z 3 Z 4; si ambos están sobre renglones o ambos están 
sobre rectas de columna y si distanria Z a Z 2 = distancia Z ;i Z 4 . (Por tanto ; 
AC = RD y DS = KG.) 

Definición 3. Una recta q es perpendicular a otra p si existen dos 
puntos ; Zi y Z 2; sobre p tales que para cada punto Z sobre q , ZZ X = ZZ 2 . 
Por tanto ; la recta AFKPU es perpendicular a la ABCDIÏ ; porquc podcmos 
tomar Z x = B, Z 2 = E.) 
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Puede demostrarse que un número sorprendente de teoremas de la geo- 
metría plana euclidíana se verifica en esta geometría finita. Por ejemplo, 
tenemos: 

Tl. Por un punto dado hay una perpendicular única a una recta dada. 

T2. Las tres alturas de un triángulo concurren en un punto a. 

T3. Las mediatrices de los tres lados de un triángulo concurren en un 
punto /T 

T4. Las tres medianas de un triángulo concurren en un punto y. 

T5. Los tres puntos a, /3, y de T2, T3 ; T4 son colineales y tales que y 
divide al segmento afi en la razón 2:1. 

Puede desarrollarse una teoría extensa de paralelogramos y cuadrilá- 
teros. Hay equivalencias de lugares geométricos tales como circunferen- 
cias ; parábo]as ; elipses e hipérbolas. Como ejemplo, el teorema El lugar 
geomctrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas de una 
parábola es una recta perpendicular a la directriz de la parábola, continúa 
verificándose. Una teoría de árcas puede formularse. 


PROBLEMAS 

8.7- 1 Considérense los siguientes postulados: 

PJ. Hay exactamente un punto sobre dos rectas distintas . 

P2. Todo punto está exactamente sobre un par de rectas. 

P3. Hay exactamente cuatro rectas. 

a) Establézcase la c.ompatibilidad absoluta del conjunto de postula- 
dos anterior. 

b) Establézcase la indepcndencia del conjunto de postulados anterior. 

c) Dedúzcansc los siguientes tcoremas a partir del conjunto dc pos- 
tulados anterior. 

Tl. Hay exactamente seis puntos. 

T2. Hay exactamente tres puntos sobre caçla recta. 

Definición. Dos puntos que no tienen ninguna rccta común se lla- 
man paralelos. 

T3. Cada punto tiene exactamente un punto paralelo a cl. 

T4. Sobre una recta que no contenga un punto dado hay uno y sólo un 
punto que es paralelo al punto dado. 

8.7- 2 a) Dcmuéstrese que el conjunto de postulados dc 8.7.3 cs in- 
dcpendiente. 

b) Trátcsc dc cstablcccr los teoremas 4 C 8.7.3. 
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8.7- 3 a) Demuéstrese que el conjunto de postulados de 8.7.4. es 
independiente. 

b) Trátese de establecer los teoremas de 8.7.4. 

8.7- 4 a) Demuéstrese que los postulados de 8.7.5 son independientes. 
b) Trátese de establecer los teoremas de 8.7.5. 

8.7- 5 a) Demuéstrese que los postulados de 8.7.6 son independientes* 
b) Trátense de establecer los teoremas de 8.7.6. 

8.7- 6 a) Dado un ejemplo en el modelo de 8.7.7 de los teoremas T1 
a T5. 

b) ^Es la recta ABCDE perpendicular a 3a AFKPU ? 

c) Demuéstrese que todo segmento tiene un punto medio. 

d) Hállense los puntos sobre la circunferencia con centro A y que 
pasen por el punto B. 

e) Hájlense los puntos de la circunferencia con centro en A y que pa- 
sen por el punto C . 

f) Demuéstrese que el triángulo ABJ es isósceles, con el vértice en B, 
y que la altura desde B biseca la base A]. 

g) Compruébense, con ejemplos de este modelo, los siguientes teo- 
remas: 

1) Si un par de lados de un cuadrilátero son congruentes y paralelos, 
entonces también lo son los del otro par. 

2) Las diagonales de un paraleîograino se bisecan. 

3) Las diagonales de un rombo son perpendiculares. 

4) Hay una tangente única a una circunferencia en cada punto de csta. 
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APENDICE 1 


PRIMEROS PRINCIPIOS DE EUCLIDES Y ENUNCIADOS DE LAS 
PROPOSICIONES DEL LIBRO I * 


LAS EXPLICACIONES Y DEFINICIONES INICIALES 

1. Un punto es lo que no tiene parte o dimensión. 

2. Una lînea es una longitud sin anchura. 

3. Los extremos o límites de una línea son puntos. 

4. Una rêcta es una línea que tiene todos sus puntos en îa misma di- 
rección. 

5. Una superjicie es la que sólo tiene longitud y anchura. 

6. Los extremos o límites de una superficie son líneas. 

7. Una superficìe plana es la que contiene una recta en cualquier po- 
sición. 

8. Un ángulo plano es la inclinación entre sí de dos líneas de un 
plano si éstas se cortan y no están en una misma recta. 

9. Cuando las lineas que comprenden el ángulo son rectas, el ángulo 
se dice que es rectilíneo. 

10. Cuando una recta se levanta sobre otra formando ángulos adya- 
centes iguales^ cada uno de los ángulos iguales se llama ángulo recto, y la 
recta que se eleva sobre la otra se llama perpendicular a esta otra. 

11. Un ángulo obtuso es mayor que uno recto. 

12. Un ángulo agudo es menor que uno recto. 

13. Un lîmite es lo que constituye un extremo de alguna cosa. 

14. Una figura es lo que está contenido en un limite o en varios límitcs. 

* Tomado, con autorízación, de T. L. Heath, The Thirteen Boohs of Euclid’s 
Elements, 3 vols2® ed. Nueva York: The Gambridge University Press, 1926. Re- 
impresión, Nueva York: Dover Publications, Inc., 1956. 
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15. Un cîrculo es urìa figura plana contenîda en una lmea 3 llamada cir- 
canferencia } tal que todas las rectas que van desde un punto particular 
hasta puntos de ella, quedando dentro de la figura, son iguales. 

16. E1 punto particular (de la definición 15) sc Uarna centro de la cir- 
cunferencia o del círculo. 

17. Un diámetro de un círculo o de una circunferencia cs una recta 
que pasa por su centro y termina, en ambos scntidos, cn la circunfcrencia. 
Dicha rccta biseca además a la circunferencia y al nrculo. 

18. Un semicírculo es la figura contenida cntrc un diámctro y una 
semicircunferencia, o sea, la mitad de la circunferencia cortada por cb E1 
ccntro del semicírculo cs el mismo que el del círculo. 

19. Figuras rectìlíneas son las contenidas entrc rcctas, figuras trilaterales 
(o triángulos) son las contenidas entrc trcs 3 cuadrilaterales (o cuadrilá - 
teros) las contenidas entre cuatro y las multilaterales (o polígonos) las 
contenidas entrc más de cuatro rectas. 

20. De las figuras trilaterales, un triángulo equilátero es aquel cuyos 
tres lados son iguales, un triángulo isósceles ticne dos dc sus lados iguales 
y un triángulo escaleno tiene sus trcs lados desigualcs. 

21. Además, de las figuras trilateralcs, un triúngulo rectángulo cs la 
quc tiene un ángulo rccto 5 un triángulo obtusángulo la que tic.nc un ángulo 
obtuso, y un tridngulo acutángulo la que ticne sus trcs ángulos agudos. 

22. De las figuras cuadrilateralcs ? un cuadrado es la quc cs c(|uilátcra 
y sus ángulos son rectos; un cuadrilongo es la cpic tienc todos sus ángulos 
rcctos pcro no es equilátcra; un rombo es la cquilátera pcro sin ángulos rcc- 
tos 5 y un romboide la que ticne sus lados y ángulos opucstos igualcs unos a 
otros pero no es ni cquiîátera ni ticne ángulos rectos. Los euadrilátcros 
distintos dc los antcriorcs sc llaman trapecios o trapezoides, scgún quc tcn- 
gan un par de lados paralelos o no tengan ninguno. 

23. Rectas paralelas son las quc, estando cn el misrno plano y prolon- 
gándolas indefinidamcnte cn arnl>os scntidos 3 no sc cortau ni en uno ni 
en el otro scntido. 


LOS UOSTULAÍ)OS 

Considcrcnsc los siguicntes postulados: 

1. Una rccta pucde trazarsc desdc un punto cualquicra liasta otro. 

2. Una recta finita pucde prolongarsc continuaincntc y hacerse una 
recta ilirnitada o indefinida. 

3. Una circunfercncia pucclc clcscribirse con un centro y una distancia. 

4. Todos los ángulos rcctos son iguales entrc sí. 

5. Si una recta que cortc a otras dos forma con estas ángulos interiores 
del mismo lado de ella que sumados sean^menores que dos rectos, las dos 
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rectas, si se prolongan indefinidamente, sc cortarán del ]ado en que dicha 
suma de ángulos sea menor que dos rectos. 

LOS AXIOMAS O NOCIONES COMUNES 

1. Las cosas que sean iguales a la misina cosa también son iguales entre sí. 

2. Sì a cantidades iguales se suman otras también iguales, los totales 
scrán iguales. 

3. Si se restan cantidades iguales de otras también iguales, los residuos 
serán iguales. 

4. Las cosas que coinciden entre sí son iguales entre sí. 

5. E1 todo es mayor que una parte. 

LAS GUARENTA Y OCHO PROPOSICIONES DEL LIBRO I 

L Dada una recta finita, constrúyase un triángulo equilátcro. 

2. Colóquesc a partir de un punto dado (como extremo) una recta 
igual a otra dada. 

3. Dadas dos rectas desigualcs, córtcsc o scpárese de la mayor una recta 
igual a la mcnor. 

4. Si dos triángulos tiencn dos lados de uno iguales rcspectivamcntc 
a dos del otro, y los ángulos comprendidos por dichas parejas de rcctas son 
iguales, también tendrán la base de uno igual a la del otro 5 un triángulo 
será igual al otro, y los ángulos restantcs de uno serán iguales a los restantcs 
del otro 5 respectivamente 3 cs decir 3 que serán iguales los opuestos a lados 
igualcs. 

5. En los triánguìos isósceles, los triángulos de la base son igualcs cntrc 
sí, y si las rectas iguales se prolongan, los ángulos que están bajo la base 
scrán también iguales. 

6. Si en un triángulo dos ángulos son iguales, los lados opuestos a los 
ángulos iguales también serán iguales. 

7. Dadas dos rectas trazadas sobre otra (a partir dc sus cxtremos) y 
que sc corten en un punto, no pueden trazarse sobre la misma recta (a 
partir de sus extremos), y del mismo lado de ella, otras dos rectas que 
sc corten en otro punto y que sean iguales a las anteriores respcctivamentc, 
cs dccir, cada una iguaî a la que pase por el mismo extremo. 

8. Si dos triángulos tienen dos lados deî uno iguales respectivamente a 
otros dos del otro, y además tienen sus bases igualcs, tcndrán también igua- 
les los ángulos opuestos a las rectas igualcs. 

9. Biséquese un ángulo rectilíneo dado. 

10. Biséquese una recta finita dada. 
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11. Trácese una recta perpendicularmente a otra dada desde un punto 
de ésta. 

12. Trácese una recta perpendicular a otra infinita dada, desde un 
punto que no esté sobre esta última. 

13. Si se traza una recta sobre otra, formando ángulo, formará dos 
ángulos rectos o bien ángulos cuya suma sea igual a dos ángulos rectos. 

14. Si con una recta cualquiera ; y pasando por un punto sobre ella, 
dos rectaSj que no estén al mismo lado de la primera, forman ángulos ad- 
yacentes cuya suma sea igual a dos rectos, las dos rectas serán una continua- 
ción de la otra constituyendo una sola recta. 

15. Si dos rectas se cortan, forman ángulos opuestos por el vértice igua- 
lcs cntre sí. 

16. En un triángulo, si se prolonga uno de los lados 3 el ángulo cxterior 
es mayor que cualquiera del interior y que el opuesto. 

17. En un triángulo dado la suma de dos ángulos cualesquiera es menor 
que dos rectos. 

18. En un triángulo, el lado mayor se opone al ángulo mayor. 

19. En un triángulo, el ángulo mayor es opuesto al lado mayor. 

20. En un triángulo, la suma de dos lados cualesquiera es mayor que el 
otro lado. 

21. Si sobre. uno de los lados de un triángulo, y a partir de sus extre- 
mos ; se trazan dós rectas que se corten dentro del triángulo, la suma de las 
rectas así trazadas será menor que la suma de los dos lados restantes del 
triángulo 3 pero el ángulo que comprendan será mayor. 

22. Con tres rectas, que sean iguales a tres rectas dadas 3 constrúyase un 
triángulo; por tanto 5 es necesario que la suma de dos cualesquiera de ellas 
sea mayor que la restante. 

23. Sobre una recta dada y con vértice en un punto de ella 3 constrú- 
yase un ángulo rectilíneo igual a otro dado. 

24. Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, respectivamente 
a dos del otro 3 pero uno de los ángulos comprendidos por una de las parejas 
de lados es mayor que el de la otra, también tendrá la base mayor el 
triángulo de la pareja de mayor ángulo. 

25. Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, respectivamente ; 
a dos del otro 3 pero la base del primero es mayor que la del segundo, el 
ángulo de la primera pareja de rectas será mayor que el de la segunda. 

26. Si dos triángulos tienen dos ángulos de uno iguales, respectivamente 3 
a dos del otro 3 y un lado igual a otro 3 es decir 5 iguales cualquiera de los la- 
dos 3 de uno y otro 3 adyacentes a los mièmos ángulos Ìguales 5 o sea 3 los 
opuestos en ambos a uno de los ángulos iguales, también tendrán los lados 
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restantcs clel uno iguales a los lados restantes del otro y el ángulo restante 
igual al ángulo restante. 

27. Si una recta que atraviesa a otras dos forma con éstas ángulos al- 
tcrnos igualeSj las dos rectas serán paralelas. 

28. Si una recta que atraviesa a otras dos forma con una dc éstas un 
ángulo externo igual al interno, con la otra, del mismo lado de la trans- 
versal, o si los ángulos internos del mismo lado de ésta son iguales a dos 
rcctoSj las dos rectas serán paraìelas. 

* * -x -x- -x- -x- 

29. Una recta que atraviesa a otras dos paralelas forma con éstas án- 
gulos alternos iguales, un ángulo externo igual al interno no adyacente del 
mismo lado de la transversal y los ángulos internos del mismo lado de ésta 
son suplementarios. 

30. Las rectas paralelas a la misma recta son también paralelas entre sí. 

31. Trazar por un punto una recta paralela a otra dàda. 

32. En un triángulo ? si se prolonga un'o de los lados ? el ánguîo externo 
formado es igual a la suma de los dos internos no adyacentes, y los tres 
ángulos internos del triángulo suman dos rectos. 

33. Las rectas que unen en la misma dirección los extreinos de rectas 
iguales y paralelas son paralelas e iguales. 

34. En áreas paralelográmicas (o sea, encerradas en paralelogranios), 
los lados y los ángulos opuestos son iguales entre sí y el diámetro, o diago- 
nal ? biseca las áreas. 

35. Los paralelogramos que están sobre la misma base y entre las mis- 
mas paralelas son iguales. 

36. Los paralelogramos que están sobre bases iguales y entre las rnismas 
paralelas son iguales. 

37. Los triángulos que están sobre la misma base y entre las mismas 
paralelas son iguales. 

38. Los triángulos que están sobre bases iguales y entre las mismas 
paralelas son iguales. 

39. Los triángulos iguales que estén sobre la misma base y al mismo ìado 
de ella también están entre îas mismas paraìelas. 

40. Los triángulos iguales que estén sobre bases iguales y al rnismo 
lado de ellas están también entre las mismas paralelas. 

41. Si un paralelogramo tiene la base común con la de un triángulo y 
ambos están entre las mismas paralelas ? el paralelogramo es el doble del 
triángulo. 
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42. Construir ; dentro de un ángulo rcctilínco dado ; un paralclogramo 
igual a un triángulo dado. 

43. En un paralelogramo, los complementos para formar paralclogramos 
a un lado u otro de un díámetro, o diagonal, son iguales. 

44. A una recta dada apííquese, dentro de un ángulo rcctilínco dado ; 
un paralelogramo igual a un triángulo dado. 

45. Constrúyase ; dentro de un ángulo rectilíneo dado ; un paralelogramo 
igual a una figura rectiiínea dada. 

46. Constrúyase sobre una rccta dada un cuadrado. 

47. En triángulos rectángulos el cuadrado sobre el lado opuesto al áu- 
gulo recto es igual a la suma de los cuadrados de los lados que forman cl 
ángulo recto. 

48. Si en un triángulo el cuadrado construido sobre uno de los lados 
es igual a la suma de los cuadrados sobre îos dos lados restantes del trián- 
gulo ; el ángulo comprendido por los dos lados restantes del triángulo es 
recto. 
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POSTULADOS DE HILBERT 

PARA LA GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA 

TERMINOS PRÏMITIVOS . 

punto, rccta, sobre, cntre, congruente 

i’ 

GRUPO i: POSTULADOS DE CONEXION 

1-1. Hay una y sólo una recta que pasa por dos puntos distintos dados. 

I- 2. Toda recta contiene al menos dos puntos distintos> y respecto 
a una recta hay al menos un punto que no está en ella. 

GRUPO II: POSTULADOS DE ORDEN 

II— 1. Si el punto C está entre los puntos A y B 5 entonces A 5 B y C 
están todos sohre la misma recta, y C está entre B y A, y B no estd entre 
C y A, y A no está entre C y B. 

II—2. Respecto a dos puntos distintos cualesquiera, A y B,, hay siempre 
un punto C que está entre A y B, y un punto D que es tal que B está entre 
A y D. 

II—3. Si A, B, C son tres puntos disíintos sobre la misma recta, enton- 
ces uno de los puntos está entre los Otros dos . 

Definiciones. Por el segmento AB se indican los puntos A.y B y todos 
los que están entre A y B. Los puntos A y B se llaman puntos extremos del 
segmento. Un punto C se dice que está sohre el segmento AB si es A o B o 
algún punto entre A y B. 

Definición. Dos rectas^ una recta y un segmento^ o dos segmentos, 
se dice que se cortan si hay un punto que está en ambos. 
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Definiciones. Sean A, B, C tres puntos que no están sobre la misma 
recta. Entonces por el triángulo ABC se indican los tres segmentos AB, BC, 
CA. Los segmentos AB, BC, CA se llaman lados del triángulo, y los puntos 
A, B, C, vértices del mismo. 

II- 4. (Postulado de Pasch). Una recta que corte a un lado del trián- 
gulo pero que no pase por nìnguno de sus vêrtices deberá cortar también al 
otro lado del triángulo. 

GRUPO III: POSTULADOS DE CONGRUENCIA 

III— 1 - Si A y B son puntos distintos y si A' es un punto que está sobre 
una recta m 3 entonces hay dos y sólo dos puntos distïntos, B' y W f , sobre m 
tales que el par de puntos A J , B' es congruente al par A, B y el par de pun- 
tos A', B" es congruente al par A, B; ademâs, A' está entre B' y B". 

III-2. Si dos pares de puntos sori congruentes al mìsmo par de puntos, 
entonces son congruentes entre sí. 

III—3. Si el punto G estd entre los puntos A y B y el G' está entre A' 
y B', y si el par de puntos A, G es congruente al par A', C', y el par de 
puntos C, B es congruente al par C', B', entonces el par de puntos A, B es 
congruente al par A f , B'. 

DefiniciÓn. Dos segmentos se dice que son congruentes si los puntos 
extremos de los ségmentos son pares congruentes de puntos. 

Definiciones. ”Por el rayo AB se indica el conjunto de todos los pun- 
tos que consisten en aquellos que están entre A y B, el mismo punto B y 
todos los puntos C tales que B esté entre A y C. E1 rayo AB se dice que 
emana del punto A. 

Teorema. Si B' es un punto del rayo AB 3 entonces los rayos AB' y AB 
J072 idénticos. 

Definiciones. Por dngulo se indica un punto (llamado vértice del 
ángulo) y dos rayos (llamados los lados del ángulo) que emanzui del punto. 
En virtud del teorema anterior, si el vértice del ángulo es ei punto A y si 
5 y C son dos puntos cualesquiera distintos de A que están sobre los dos 
lados del ángulo, podemos sin ambigíiedad hablar del ángulo BAC (o CAB). 

Definiciones. Si ABC es un triángulo, entonces los tres ángulos BAC, 
CBA, ACB se llaman ángulos del triángulo. E1 ángulo BAC se dice que está 
comprendido por los lados AB y AC del triángulo. 

III—4. Si BAG es un ángulo cuyos lados no están sobre la misma recta, 
y si A' y B' son dos puntos distintos, entonces hay dos y sólo dos rayos dis - 
tintos, A'C' y A'C", tales que el ángulo B'A'C' es congruente al BAG y el 
nngulo B'A'G" es congruente al BAC;- ademqs, si D' es un punto del rayo 
A'C' y D' es un punto del rayo A'C", entoncès el segmento D'D" corta a la 
Te cta determinada por A' y B'. * 
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III—5. Todo ângulo es congruente consigo mismo. 

III- 6. Si dos lados y ei ángulo comprendido de un triángulo son con - 
gruentes , respectivamente, a los dos lados y el ángulo comprendido de otro 
triángulo, enlonces cada uno de los ángulos restantes del primer triángulo 
es congruente al ángulo correspondiente del segundo. 

GRUPO IV: POSTULADO DE LAS PARALELAS 

IV- 1 (Postulado de Playfair) Por un punto dado A que no está 

en una recta m pasa a lo mâs una recta que no corta a m. 

GRUPO v: POSTULADOS DE CONTINUIDAD 

V- 1 (Postulado de Arquímedes) Si A, B, C, D son cuatro puntos 
distintos, entonces hay } sobre el rayo AB ; un conjunto finito de puntos dis- 
tìntos, Aj, Aï, • • ■, A n tal que 1) cada uno de los pares A 5 A 5 ; A l5 A 2 ; ‘ ■ ' ; 
A n -i, A n es congruente al par C, D, y 2) B está entre A y A n . 

V-2 (Postulado de Completo) Los puntos de una recta constituyen 
un sistema de puntos tales que no puede asignarse ningún nuevo punto 
a la recta sin que se viole al menos uno de los nuev# postulados 1-1, 
1-2, II-l, II—2, II-3, II-4, III-l, II1-2, V-l. 

GRUPO V EN ALTERNATIVA 

Definiciones. Considérese un segmento AB. Llamemos a un punto 
extremo, digamos A } el origen del segmento y al otro punto, B, el extremo 
del segmento. Dados dos puntos distintos M y N de AB, decimos que M 
precede a N (o N sigue a M) si M coincide con el origen A o está entre A 
y N. Un segmento AB } considerado en esta forma, se llama segmento 
ordenado. 

V'-l. (Postulado de Dedekind) Si íos puntos de un segmento or - 
denado de origen en A y extremo B se separan en dos clases de manera que 

1) cada punto de AB pertenezca a una y sólo una de las clases , 

2) los puntos A y B pertenezcan a clases distintas (que llamaremos, 
respectivamente, la primera clase y la segunda clase), 

3) cada punto de la primera clase precede a cada punto de la segunda, 
entonces existe un punto C sobre AB tal que todo punto de AB que preceda 
a C estará en la primera clase y todo punto de AB que siga a C estará en la 
segunda clase. 




SUGERENCIAS PARA LA RESOLUCION 

DE ALGUNOS DE LOS PROBLEMAS 

(Casi todos los problemas numerados pares se dejan sin tocar) 

1.2- 1 Considérese un cuadrilátero ABCD, con AB = a, BC = b, CD ~ 
c, DA ~ d. Demuéstresc que 2 K = ad sen A 4- bc sen C ^ ad + aná- 
logamente, 2K ^ aò + cd; por lanto, 4K ^ ad 4- bc + ab 4' cd = (a 4' c) 
(í? + íí). Esta fórniula ilustra la idea prevalente, en la geomctría empí- 
rica primitiva, de iTromediar. 

1.2- 9 a) Si r es el radio de la circunfcrencia, 0 la mitad clel ángulo 
en el centro subtendido por la cuerda y A cl área buscada, entonccs r = 
(4+ + c 2 ) /8s, 0 = scn" 1 (c/2r), ^4 = ?-+ + c(.ç — r)/2. 

1.2- 9 b) 3.60 m. 

1.3- 1 Póngase una barra vertical dc longitud s ccrca de ìa pirámidc. 
Sean S l9 Pi y S 2 , P -2 los puntos que rnarcan las sombras dcl cxtrcmo supe- 
rior de la barra y del vcrtice de la pirámide en dos instantes distintos del 
día. Entonces, si x es la altura buscada dc la pirámide, .v = s(PxP 2 ) / (SiS 2 ). 

1.3- 9 Tf.orrma 1. Sea a un micmbro de S. Por el P1 existe un cîub A 
al que a. pcrtenecc. Por cl P3 existe un club B conjugado rcspccto al club 
A. Goino B es no vacío, tienc al mcnos un miembro b, y b =/- a. Por el P2 
c xiste un club C que contiene a y b. Por el P3 existc un club D conjugado 
respecto al club C. Conio D es no vacío, tiene un miembro c, y c a, c =/- b. 
Por el P2 cxiste un club E que contiene a y c. Como c pertenccc a E, pcro 
n o a C, los clubes C y E son distintos. Por tanto, a pertencce a dos clubes 
distintos, C y E. 

Teorema 2. Sca A un club. Como A es no vacío, tiene al menos un 
.rniembro a. Supongamos quc a es cl único mìcmbro de A. Por el Tl, existe 
un club B distinto del A y que contiene a û*como miembro. Ahora bien, 
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B tiene que contener un segundo miembro b a, pues de otra forrna los 
clubes A y B no podrxan ser distintos. Por el P3 existe un club C tal que B 
es conjugado respecto a C. Se deduce entonces que A también es conju- 
gado respecto a C. Pero esto contradice el P3. En consecuencia 5 el teorema 
se ha demostrado por reducción al absurdo. 

Teorema 3. Por la demosíración del T1 vimos la existencia en S de al 
menos dos personas distintas, a y b. Por el P2 existe un club A al que a y b 
pertenecen. Por el P3 existe un club B conjugado respecto al A. Pero, por 
el T2, B debe contener al menos dos miembros distintos, c y d. Como A y 
B son conjugados 5 se deduce que a, b , c, d son cuatro personas distintas 
de S. 

1.4- 5 b) Véase L. S. Shively ; An Introduction to Modern Geometry 
(John Wiley and Sons, Inc.) 5 pág. 141, o Nathan Altshiiler-Court, College 
Geometry (Barnes and Noble, Inc.), págs. 72-73. 

1.4- 9 h) Desígnense las partes por x y a ~ x. Entonces, * 2 — (a — x) 2 
= x(a — x), o sea, x 2 + ax ~ a 2 = 0. 

1.5- 1 c) Ji c = b sen A. 

1.5-1 f) h a = t a cos [(jB ~ C) /2)1. ’ 

1.5-1 g) 4 h 2 + (b a — c a ) 2 = 4m a 2 . 

1.5-1 h) b a — c a — 2R sen (B — C). 

1.5-1 i) 4 R(r a — r) = (r a *— 'r) 2 + a 2 . Si M y N son los puntos me- 
dios del lado BC y del arco BC, entonces MN = (r a — r)/2; claramcnte 
dos cualesquiera de a y MÀ r determinan la tercera. 

1.5- 1 j) h a = 2rr a / (r a — r). 

1.5- 2 b) Véase el problema 3336, The American Mathematical Mon - 
thly, agosto de 1929. 

1.5- 2 c) Véase el problema E 1447, American Mathematical Mon- 
thly, septiembre de 1961. La resolución dada en esta referencia es una apli- 
cación singularmente fina del método de datos. 

1.5- 3 b) Sea M el punto medio de BC. La línea quebrada EMA 
biseca el área. Por M trácese MN paralela a AE hasta que corte al lado del 
triángulo ABC en N. Entonces EN es la recta buscada. 

1.5- 5 Véase, por ejemplo, G. A. Wentworth, Plane and Solid Geometry, 
edición revisada, 1889, Ginn and Co. 

1.5- 7 e) E1 volumen del segmento es igual al volumen de un sector 
esféríco menos el volumen de un cono. Así mismo, a 2 = h(2R — h). 

1.5-7 f) E1 segmento es la diferencia de dos segmentos, cada uno de 
una base, y que tienen, digamos, las alturas u y v. Entonces 

V = TrR(u 2 - V 2 ) - 7ï(u 3 - v 3 )/3 

= 7 rh[(Ru + Rv) ~ (u 2 + + v 2 ) /3]. 
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Pero u 2 + uv + v 2 = h 2 + 3 uv, (2R — u) u = a 2 , (2R — v)v = b 2 . Por 
consiguientej 

I V = 7r/ì[(û 2 + b 2 ) /2 + (u 2 + V 2 ) /2 ~~ /i 2 /3 - «*] 

-- 7r/i[(a 2 + b 2 ) /2 + A 2 /2 + — /i 2 /3 uy]j etc. 

| 

L5-9 b) Represéntense AB por a 3 AC por b, BC por C, y < ADB 
por 6. EntonceSj por la ley de los senos, aplicado primero al triángulo 
BCD y luego al ABD, 

sen 30°/sen 0 = a/c, sen 0/sen 120°■= a(b + a ). 

Consecuentemente, 1 / V3 = tg 30° = a 2 /c(b + a). Elevando ambos miem- 
bros al cuadrado y recordando que c 1 = b 2 — a 2 , vemos que 2a 3 (2a + b) 
= b :i (2a + b), o sea, b 3 = 2a & . 

1.5-17 a) Por los triángulos semejantes de DFB y DBO, FD/DB = 
DB/OD . Por tanto, FD = (DB) 2 /OD = 2(AB) (BC) / (AB + £?C). 

1.5-17 b) Por triángulos rectángulos semejantes, OA/OB = AF/BD 
= AF/BE = AC/CB= (OC - OA)/(OB- OC). Ahora hállese OC. 

1.5- 17 f) Tenemos a* sen 60° + bx sen 60° = a/? sen 120°. 

1.5- 18 Para una aplicación muy clara de este teorema al estableci- 
miento de la desigualdad de Erdos-Mordell: t£ Si P es cualquier punto del 
interior o del perímetro del triángulo ABC y si p a , pb, p c son las distancias 
de P a los lados del triángulo, entonces PA + PB + PC ^ 2 (p a + pb 

I + pcY\ consúltese N. D. Razarinoff, Geometrical Inequalities, Random 
I House (1961) 5 págs. 84-87. 

1.6- 1 a) x = hd/(2h + d). 

1.6-1 b) 360 cm y 45 cm. 

1.6- 1 c) 900 cm. 

1.6- 3 b) Como el cuadrilátero tiene un círculo inscrito, tenemos a + 
c = b + d = i. Por tanto. s ~ a = c, s — b = d, s — c = a, s — d = b. 

1.6-3 c) En la figura S1 tenemos 

a 2 + c 2 = r 2 + í 2 + m 2 + n 2 ~ 2 (rn + sm) cos 6, 

| b 2 + d 2 = r 2 + s* + m 2 + n 2 + 2(jn f rm) cos 6. 


-ỳ. 

1 

* 

« 

ï 

£ 



Por tanto 5 n 2 + c 2 = b 2 + d 2 si y sólo si cos 0 = 0, o sea> 0 — 90°. 

1.6-3 d) Utilícese 1.6-3 (c). 

1.6- 3 e) Los Iados consecutivos de un cuadrilátero son 39, 60, 52 
V 25; las diagonales son 56 y 63; el dîámetro de la circunferencia circuns- 
crita es 65; el área es 1 764. 

1.6- 5 h) x = 2.3696. 

1.6-5 c) x = 4.4934. *, 


Geometría, I.—28. 
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1 -6—7 a) Hállese z tal que b/a — ajz , luego m , de modo que n/z = 
a/m . 

1-6-11 a) La siguiente es esencialmente la solución dada por Regio- 
montano, Se nos da (fig. S2) p~b~c.Ji.q~m~ n . Ahora bien, Z? 2 — 
m 2 ~ A 2 = c 2 — ?z 2 , o sea, b 2 ~ c 2 = m 2 — n 2 3 o bien, b ~\r c — qa/p. Por 
tanto. 

b~(qa + p 2 )/2p y m = (<z + ç)/2. 

Sustituyendo estas expresiones en la relación b 2 — rrí 2 = /z 2 se tiene una 
ecuación cuadrática en la incógnita a. 



Fig. S1 Fig. S2 


1.6-11 b) A continuación se da esencialmente la solución por Regio- 
montano., Aquí se nos dan (fig. S2) a, h, k~ c/b. Hágase 2 x ~ m — n. 
Entonces, 

4n 2 = ( a ~ 2x) 2 } 4 c 2 — 4 h 2 + (a — 2x) 2 } 

4 m 2 = (a + 2x) 2 , 4 b 2 = 4/z 2 + (a + 2x) 2 . 

Luego k 2 [4h 2 + (a + 2x) 2 ] = 4 h 2 + (a — 2*) 2 . Gon esta cuadrática se 
puede determinar y> en consecuencia, b y c. 

1.6- 11 c) Sobre AD prolongada (fig. S3) tómese DE — bc/a, la 
cuarta proporcional de los segmentos dados a, b, c. Entonces, los triángulos 
DCE y BAC son semejantes y CA/CE = a/c. Por tanto, C se localiza por 
la intersección de dos lugares geométricos, una cîrcunferencìa de Apolonio 
y una circunferencia con centro en D y radio c. 

1.7- 1 No 5 pero la inducción puede emplearse para conjeturar la pro- 
posición a la que se aplica el procedimiento. 

1.7- 7 No. Sólo en los llamados tetraedros ortocéntricos concurren las 
cuatro alturas. Un tetraedro ortocéntrico es aquel en que cada arista es 
perpendicular a la opuesta 3 o no adyacente. 

1.7- 9 En los tres primeros casos aparecen los coeficientes binomiales. 
Por tanto^ es probable que el pentatope tenga 5 elementos limitadores 
cerodimensionaleSj 10 unidimensionales, 10 bidimensionales y 5 tridimen- 
sionales. 
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1.7-11 a) Paralelepípedo, paralelepípedo rectangular (caja) 5 esfera. 

1.7- 11 b) Prisma, prisma recto, esfera. 

1.7- 13 En lugar de las rectas conjugadas isogonales de un ángulo pla- 
no, considérense los planos conjugados isogonales de un ángulo diedro. 

1.7- 15 La lista no puede continuarse: no hay poliedro convexo cuyas 
caras sean todas hexágonos. De hecho, puede demostrarse que un poìiedro 
convexo tiene que tener algunas caras con menos de seis lados. 

1.7- 17 b) Sea D un punto sobre la superficie de P tal que la distancia 
a CD sea mínima. Demuéstrese que D no puede estar ni en el vértice de P 
ni en una arista de P } y que CD es perpendicular a la cara F de P sobre 
la que está D. 



Fig. S3 

1.7- 19 Trácense. en cartulina 5 a 1} a^ ' ' ■ ; a n como cuerdas sucesivas 
de una circunferencía tan grande que la línea poligonal formada por las 
cuerdas no se cierre ni se cruce. Górtese el polígono limitado por la línea 
poligonal y los radios de los puntos extremos de dicha línea, Dóbìese la 
cartulina por los otros rz — 1 radios y péguense los dos radios extremos, 
obteniendo una superficie poliédrica abierta. Empújense suavemente las 
n aristas libres (o sea 3 por las que pasen más que una cara) contra un 
plano, formando así una pirámide isósceles. 

1.7- 20 Véase el problema E 753. The American Mathernatical Mon- 
thly } agosto-septiembre de 1947. 

2.1- 1 Utilícese el teorema 2.1.3 junto con la inducción matemática. 

2.1- 5 Háganse XX' = ÔA' ~ ÔA = (CÂA' - WO) - ÔA } etc. 

2.1- 11 Utilícese el teorema 2.1.9. 

2.1- 13 Considérese primero el caso en que P esté en la recta y tómese 
P como origen; luego supóngase que P' es el pie de la perpendicular ba- 
jada desde P a la recta. 

2.1- 15 Utilícese el teorema de Stewart. ^ 
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2.1- 16 Por el problema 2.1-15, t a 2 = bc[ 1 — a~j (b + c) 2 ], t a 2 = í:û[1 — 

+ a) 2 ]. Demuéstrese que í a 2 —* 4 2 — — + )/(û,6 3 c) í donde f (a 3 b } c) 

sólo contiene términos positivos. 

2.1- 17 Utilícese el teorema de Stevvart. 

2.1- 18 Este problema es una generalización del problema de Stewart 
en que eì punto P se sustituye por una circunferencia. 

2.1- 19 a) Supongamos que la recta corte a.O+ OB, OC\ OD en A', 
B\ C', D'. Aplíquese el teorema de Euler a A ', P', C\ D'. Multiplíquese 
todo por p 2 5 donde p es la perpendicular desde O a la recta A'B'C'D '. 
Sustitúyase p A'B' por (OA') (OB') sei\ A'OB\ etc. 

2.1- 19 b) 2 a AOB — (OA)(OB) sen AOB, etc. Ahora empléese el 
problema 2.1-19 (a). 

2.1- 21 Considérense tres casos: primero en el que O esté en el inte- 
rior del triángulo ABC\ luego en el que O esté dentro del < BAC , pero en 
el otro lado de BC de A, luego en el que O esté dentro del ángulo opuesto 
por el vértice al < BAC. 

2.1- 23 Considérese la ecuacíón en que A se sustituya por un punto 
variable X de la recta. Tómese un origen O en la recta y hállese una ecua- 
ción cuadrática en * = OX. Tómese + = B, C, D sucesivamente, obte- 
niendo así tres identidades. Entonces, la ecuación cuadrática tendrá tres 
raíces distintas y 3 por tanto, será una identidad. Esto es., X puede ser un 
punto .de la recta, por ejemplo, el A. 

2.2- 3 Cada uno se desprende del teorema 2.2.5 o de la convención 
2.2.4. Por tanto, el teorema (a) se convierte en: u Por un punto dado hay 
uno y sólo un plano que contenga la recta ideal de un plano dado que no 
pase por dicho punto”, y ésta es una consecuencia inmediata del teore- 
ma 2.2.5. E1 teorema (b) se convierte en: “Dos rectas que cortan a una 
tercera en su punto ideal, se cortan en sus puntos ideales”, y esto se deduce 
de la convención 2.2.4. 

2.2- 5 Multiplíquese la identidad del problema 2.1-23 por AD y luego 
tómese D como un punto ideal, 

2.2- 6 Divídase la identidad del problema 2.1-23 por AQ y luego tó- 
mese Q como un punto ideal. 

2.3- 11 Sean D, E, F los puntos de intersección de las tangentes en A, 
B } C con sus lados opuestos. Entonces, los triángulos ABD y CAD son seme- 
jantes'y BD/DC = —BD/CD = ~ (BD) 2 /(BD) (CD) = ~(BD) 2 /(AD) 2 
= ~c 2 /b 2 } etc. O bien 5 obténgase el resultado como un caso especial del 
teorema del “hexagrama místico” de Pascal, considerando a ABC como 
un hexágono con dos vértices que coinciden dos en A> dos en B y dos en C . 
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O bien ? utilícese el hecho de que, por el teorema 2.3-6 3 el triángulo dado 
y el formado por las tangentes son copolares. 

2.3- 13 Utiiícese el problema 2.1-12. 

2.3- 15 Supongamos que DD', A'B se corten en E y A'D\ BD en G. 
Entonces, utilizando el teorema de Menelao sobre el triángulo GA'B y la 
transversal D'DE vemos que 

{bd/dg^ìgd'iïïa^^aïï/ïïb) = - 1 . 

Pero BD = CA, GD' = BB', DG = AA' } ÏÏÂ' = ÏÏC. Por tanto, 

(CA/lA') (ÏÏE/ÏÏB) (BB'/ÏÏC) = -1 

2.3- 17 Los triángulos CAC' y B'AB son congruentes ? de donde 

sen ACC'J sen = sen ACC' /sen CCM = AC'/CA = ,43/CT, etc. 

2.3- 19 Supongamos que CE corte a T13 en AD corte a CB en S y la 
altura desde B corte a ^4C en R. Entonces ; AT/TB — EA/BC = AB/BC } 
BS/SC = .4B/CD = .4£/£C ; CÌÎ/JL4 = (BC/AB) 2 . 

2.3- 21 Utilícese la inducción matemática. E1 recíproco no se verifica. 
Un recíproco correcto es: Si la relación se verifica y si n — 1 de los puntos 
A\ B'\ C' s D\ • * • son colineales, entonces todos los n de ellos son colineales. 

2.3- 23 Supongamos que el plano corte a la recta DB en el punto P. 
Utilícese el teorema de Menelao sobre el triángulo ABD con la transversal 
D'A'P y sobre el iriángulo CBD con la transversal C'B'P. 

2.3- 25 Multiplíquense los resultados obtenidos al aplicar el teorema 
de Menelao a los triángulos ABC, FBD S ECD> ECD } AFE\ AFE. FBD con 
las transversales DEF, AX } AX, BY 5 BY S CZ , CZ S respectivamente. 

2.3- 27 Tenemos (ÏÏì/ìC) (CB'/ÏÏA) (AZ/2B) = -1, (ÏÏA'/ÏÏC) (C3/ 
Â3)(A2/2B) = -1 ; (AC'/CB)(M/4C)(C3/3Â) = -1, (CÏÏ/ÏÏA) 
(Â5/5B) (M/4C) = -1 ; (BA'/IC)(C6/6A)(A5/5B) = -1, (AC'/ 
C'B) (B7/7C) (C6/6A) = —1. Multiplíquense la primera, la quinta y la 
tercera de estas ecuaciones;- divídase por el producto de las otras tres; 
obténgase (BÏ/CÌ) (C7/B7) = 1, de donde 1 = 7. 

2.3- 29 En la figura del problema 2.3-28 trácese una esfera con cen- 
tro en O que corte a OA' } OB\ OC', OD ', OE', OF' en A, B, C\ D s E } F. 

2.4- 5 Sobre una recta distinta de / que pase por C tómense A' y B' 
de modo que CA'/CB' = r. Supongamos que AA' y BB' se corten en D'. 
Por D' trácese la paralela a CB' hasta que corte a / en D. 

2.4- 7 Supongamos que FA y DC se corten en T, BC y ED en U } BC 
y FE en V, y AF y Dis en R. Considérense las cuatro tangentes DE S AB, 
EF y CD. Por el problema 2.4—6, (RA^FT) = (PLFC), de donde 
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D{EA,FC) =D{RA,FT) = E{UB,VC) E{DB,FC). Se deduce ahora, 
por el corolario 2.4.10, que DA, EB, FC son concurrentes. 

2.4- 9 Desarróllese y utilícese el teorema de Menelao. 

2.4- 11 Por el teorema 2.4.2 (3), {AC,BP) = 1 - m, (ì4C 9 BQ) = 

1 — 71. 

2.4- 14 Si A, B y C, D se separan, entonces {ABfiD) — r, donde 
— co < r < 0. Defínase 0 de modo que r — ~ctg 2 0. Supongamos que las 
semicircunferençias sobre AB y CD se corten en V. Demuéstrese que el án- 
gulo de intersección de las dos semicircunferencias es 20. 

2.4- 15 La demostración del teorema 2.4.16 que se da en el texto se 
aplica aqui. 

2.5- 5 (L) y (M) son alineaciones o series de puntos homográficas. 

F{L) y H{M) son haces homográficos que tienen FH como recta común. 

2.5- 9 Utilícese el teorema 2.5.4. Este es el recíproco del probìema 
2.4-24. 

2.5- 13 Utilícese el teorema 2.4.14. 

2.6- 3 b) Sean AB el diámetro, CD .la cuerda y P un punto de la 
circunferencia. Entonces P{AB,CD) —A{TB,CD), donde AT es Ia tan- 
gente en A . Pero A{TB,CD) = (sen TAC /sen CAB) / (sen 7h4Z)/sen DAB). 

2.6-3 c) {AC,LM) = B{AC,LM) = B{AC,DE). Utilícese ahora la 
parte ! (b). 

2.6- 3 d) Utilícese la parte (b). 

2.6- 5 Utilícese el problema 2.6-3 (b). 

2.6- 7 Utilícese el teorema 2.6.11 y el problema 2.6-6. 

2.6- 9 Utilícense los teoremas de Geva y Menelao. 

2.6- 11 Por el teorema 2.6.4, 2 /AB = Ì/AC + 1 /AD = {ÂD + AC) / 

{.AC-AD) = 2 Ad/{AC-AD). 

2.6- 13 Supongamos que AB corte a PQ en O. Entonces, O es el punto 
medio de PQ y {OL) ( OM) ■= ( OQ ) 2 . 

2.6- 14 Sean R y r los radios de la semicircunferencia y de $, respec- 
tivamente. Trácese una semicircunfèrencia concéntrica de radio R — r y 
obsérvese que r es la media geométrica âe AC — r y CB — r. 

2.6- 17 Tenemos {DB,PV) — —1, de donde (por el problema 2.6—16) 

XP/XV■= {DP) 2 /{DV) 2 , con relaciones semejantes para Y y Z. Aplíquese 
ahora el teorema de Meneîao al triángulo PVU. 

2.6- 19 Tómese O, fuera de la recta ABC, y trácense OA, OB, OC, 
OP, OQ, OR. Por A trácese AM paralela a 0£), y supongamos que OB, 
OC, OP, OR corten a AM en B', C', P', R'. Ahora bien, B' es el punto 
medio de AC', P ! es el primer punto de trisec.ción de B'C', R' es el segundo 
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punto de trisección de AB'. Se deduce que R' es el punto medio de ÁP', 
de donde 0(QR,PA) = — 1. 

2.6- 24 Sea R el conjugado armónico de O con respecto a P y Q. 
EntonceSj el lugar geométrico de R es una recta n que pasa por la intersec- 
ción de las dos rectas dadas 3 y 2/OR = 1/OP+ 1 /OQ. Trácese ahora 
la recta n paralela a n y que pase por el punto medio R' de OR , Entonces, 
1 / OR' = 1 /OP + 1 /0(+ y n' es la recta buscada. 

2.6- 25 Sustitúyase 1 /ÔP t + l/OP 2 por 1 /OX l9 1 /OX^ + 1 /OP 3 por 
1 / O y así sucesivamente, utilizando el problema 2.6-24. 

2.7- 9 a) Las alturas son las cuerdas comunes a los pares de cir- 
cunferencias. 

2.7- 9 b) Sean A', B', C' los pies de las alturas y H el ortocentro. En- 
tonces 3 AA', BB', CC' son cuerdas de las tres circunferencias y (AH) (HA') 
= (BH) (HB') = (CH) (HC '). 

2.7- 11 Utiiícese el teorema 2.7.16 (1). 

2.7- 13 La circunferencia pedida es la circunferencia radical de las 
tres que tienen los puntos dados como centros y las longitudes de las tan- 
gentes dadas como radios. 

2.7- 14 Véase el artículo 113 de Modern Geometry, de Johnson 3 o el 
artículo 471 del Callege Geometry, de Altshiller-Court (de la bibliografía 
del Capítulo 2). 

2.7- 15 a) Una circunferencia concéntrica con la dada. 

2.7-15 b) Una circunferencia cuyo centro está a la mitad de la dis- 
tancia entre los centros de las dadas. 

2.7-15 c) Una recta paralela al eje radical de ias circunferencias 
dadas. Utilícese el problema 2.7-14. 

2.7- 15 d) Una circunferencia coaxial con las circunferencias dadas. 
Utilícese el problema 2.7-14. 

2.7- 17 E1 punto de concurrencia es el centro radical de la circunfe- 
rencia dada y dos circunferencias cualesquiera del haz coaxial. 

2.7- 19 Utilícese el teorema 2.7.2 (3). 

3.1-1 a) Sobre y biunívoco. 

3.1-1 b) No sobre; 3 no es la imagen de ningún elemento de A, 

3.1-1 c) No sobre; 2 no es la imagen de ningún elemento de A, 

3.1-1 d) No sobre; ningún entero par es ia imagen de ningún ele- 
mento de +. 

3.1-1 e) Sobre y biunívoca. 

3.1-1 f) Sobre y biunívoca. p 
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3.1- 3 Sean r* un número real y r una raíz real de x z — x = r'. Enton- 
ces 5 r —> r', de donde el mapeo es sobre. E1 mapeo no es biunívocO; porque 
0~> 0 y 1 -»0. 

3.1- 7 S — IS — (T~ 1 T)S = T-'iTS) = T~H = T” 1 . 

3.1- 9 T~*T = /. Por tanto, por el teorema 3.1.11, T = (T -1 ) 

3.1- n (ttttt,)- 1 = [(r.r^rj- 1 = tvm^t,)- 1 - Ti-m/v 1 

r.- 1 ) - TVTV7V 1 . 

3.1- 13 G1 se satisface por la definición 3.1.5. G2 por el teorema 
3.1.9, G3 por el teorema 3.1.10 (1) y G4 por eì teorema 3.1.10 (2). 

3.2- 3 Si 4 = 4' 5 entonces 0 = 4. Si B ~ B f , entonces O — B. Si 
A=jé=A f , B=^=B f , y AA f no es paralela a BB', entonces, O es el punto de 
intersección de las mediatrices de AA! y J BB'. Si 4 += 4', B=^=B f , 44' es pa- 
ralela a BT' y 4jB no es colineal con A'B f , entonces, O es el punto de inter- 
sección de las rectas AB y A'B'. Si AB es colineal con A f B', entonces O es 
el punto medio común de 44' y BB '. 

3.2- 5 Colóquese un eje x sobre BC con origen en el punto medio de BC. 

3.2- 9 a), b), c) Se evidencia con una figura. 

3.2- 11 Se evidencia con una figura. 

3.2- 13 Sobre la recta O x O- 2 y de modo que 0 G P = (1 — ^i)0i0 2 / 
(k x — k 2 ). 

3.2- 19 Utilícese el teorema 3.2.29. 

3.2- 20 Sea P un punto Ide la circunferencia de similitud de las dos 
circunferencias dadas A(a), B(b ). Entonces, PA/PB = a/b , o (PA 2 — a 2 ) / 
(PB 2 ~ b 2 ) = a 2 /b 2 . Utilícese ahora el problema 2.7-15 (d). Para una 
demostración directa que no depende del teorema de potencias de Gasey, 
véase Daus, College Geometry, pág. 91. 

3.2- 2 ì Utilícese el teorema de Menelao. 

3.2- 23 Su distancia a 4 es k 2 c.J(k 2 — 1), donde k = a/b. 

3.2- 25 b) Tenemos, la potencia de 4 X = (A^M 2 ) (A X H 2 ) = (4 X 4 3 ) 
(AJI&) /2. Anáîogamente, la potencia de A t = (4x4 2 ) (A X H Z ) /2. Por con- 
siguiente, la potencia de 4 X es [(^QC) (4i//,) + (4^4,) (XHs)]/4. 

3.2- 27 Sean Fi, y s las imágenes de X 1? X> 2 , X 3 ante Ia homotecia 

H(H,2), que transforma la circunferencia de los nueve puntos en îa cir- 
cunferencia circunscrita. Demuéstrese que el triángulo es equí- 

látero. 

3.2- 28 Si Ia recta de Euler es paralela al lado 4 2 4 3 tenemos OM\ = 
(AxHì)/3, o sea, /£ cos 4i = (2/? sén 4* 2 sen 4 3 )/3, donde R es el radio 
de la circunferencia circunscrita. Esto es, cos 4 a /sen 4, sen 4 3 = 2/3. Pero 
cos 4i = —cos (4 ;2 + 4 3 ) = sen 4, 2 sen 4 3 ~ cos 4 2 cos A 3 , etc. Véase tam- 
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bíén el problema E 259 ; The American Mathematical Monthly, octubre 
de 1937. 

3.2- 29 La po]ar trilineal del ortocentro es el eje radicai de la circun- 
ferencia circunscrita y la circunferencia de los nueve puntos. 

3.3- 1 a), b) Utilícese el teorema 3.3.7. 

3.3- 3 a), b) Utilícense los teoremas 3.3.14 y 3.3.16. 

3.3- 7 Por el teorema 3.3.8 hay exactamente dos isometrías, una di- 
recta y otra inversa, que transforman a AB en A'B'. Si la isometría es in- 
versa, es (por el teorema 3.39) una reflexión o un deslizamiento-reflexión ;■ 
en uno u otro caso, los puntos medios de los segmentos PP' están sobre el 
eje de la transformación. Si la isometría es directa, el resultado se deduce 
del teorema 3.3.15, degenerando el lugar geométrico en un punto si la 
isometría es una semivuelta. 

3.3- 11 Véase el problema 3.3.8. 

3.3- 13 Los mapeos se relacionan por semejanza no isométrica, o bien 
(por los teoremas 3.3.14 y 3.3.16), por homología sobre un alargamiento- 
reflexión. 

3.3- 15 a) Como 0 2 A/0 f >A' = 0 2 B/0 2 B' = AAJA^A' = BB^/B.B', 
se deduce que 0 2 A 2 es bisectriz del <A0 2 A' y O^B^ es bisectriz del ^CBO^B'. 
Etcétera. 

3.3- 15 b) Qr>A 2 y 0 2 B 2 son las bisectriccs externas de los ángulos 
AO.A' y B0 2 B'. " 

3.3- 17 Utilícese el teorema 3.3.15. 

3.3- 19 R(h) R (4) R(k) es una isometría inversa y por tanto (por cl 
teorema 3.3.9), una reflexión cn una recta o un deslizamiento-rcflexión. 
Pero O es un punto invariante. 

3.4- 5 Invicrtase con respecto a A. 

3.4- 9 Inviértase con respecto a M. 

3.4- íl Inviértase con respecto a T. 

3.4- 13 Inviértase con respecto a A. 

3.4- 15 Inviértase con respecto a C. 

3.5- 1 Considérense dos circunferencias ortogonales a C x y C 2 . 

3.5- 3 Inviértase con respecto a un punto de una circunferencia 
C; luego utilícense los teoremas 2.1.5 y 3.4.20. ' 

3.5- 5 Inviertase con respecto a D. Entonccs, A'C' + C'B' = A'B'. Pero, 
si p' es la distancia de D a la recta A'B'C' 7 tenemos A'C'/p' = AC/r. Aná- 
logamente, C'B'/p' = CB/q , A'B'/p' = AB/p. Etc. 

3.v5~7 Inviértase el sistema coaxial en, un sistema de circunferencias 
concéntricas, un sistema de rectas concurrerites o un sistema de rectas pa- 
ralelas. * 
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3.5- 11 Utilícese el teorema 3.4.22. 

3.5- 13 Utilícese el teorema 3.4.20. 

3.5- 15 Utilícese el teorema 3.4.19 (2). 

3.5- 16 Utilícese el teorema de Tolomeo. 

3.5- 17 Sométase la figura a la inversión 7(+ } l). 

3.5- 18 Jnviértase con rcspecto a D y luego aplíquese el teorema de 
Stev/art. 

3.5- 19 b) Sea C x la circunferencia ortogonal a la ABCD y que pase 
por A y C: sea C 2 la circunferencia ortogonal a la ABCD y que pase por 
B y D . Supóngase que Oi y C 2 se corten en X y Y. Inviértase con respecto 
a X. 

3.5- 22 Tenemos OP = (BD) (AO) /AB y OP' = ( AC)(OB)/AB , de 
donde (OP) (OP') - (BD) (AC) (AO) (OB) j (AB)\ Pero (ibD) (dC) = 

MB) 2 - (^) 2 - 

3.5- 23 Si T cs cxterior a la circunferencia ? in\'iértase la circunferencia 
cn sí misina con res])ecto a V como centro de inversión. Si V es interior a la 
circunfcrcnciaj inviértase la circunferenc.ia a su reflexión en V. 

3.6- 3 Scan O y r cl ccntro y el radio de la circunferencia y Q' al 
inverso dc Q. Entonces, (PQ) (OP) 2 + (O^)~ 2 (OQ) (^û)'^ 
(OP)- + (OQY- 2r\ 

3.6- 5 La rccta t es la polar del punto T. 

3.6- 7 a) Sea Q diamctralmente opucsto a P cn la circunfcrencia R, 
Entonccs [por cl problema 3.6-6 (b)], P y Q son puntos conjugados respccto 
a Ku K‘j. Por tanto, los. ])olos de P rcspccto a Kj, K 2) K ò pasan todos 
por Q.. 

3.6-7 b) Tráccse la circunfcrcncia sobrc PQ como didmctro. Demués- 
trc.sc (jue esta circ.unfcrcncia cs ortogonal al sistcma coaxial. Lucgo utilícese 
cl problcma 3.6-6 (b). 

3.6-7 c) Utilíccsc la partc (b). 

3.6-7 d) Utilíccsc la parte (b). 

3.6- 7 e) Utilícosc el problcma 3.6-6 (a) y (b). 

3.6- 8 Sean P', Q r invcrsos dc P ? Q. l)cinucst.rcsc. quc OP'YQ cs scmc- 
jantc a OQ'XP. 

3.6- 9 Sca T el puntó dc contac.to de la tangentc. a la circunferencia 
inscrita. Entonces, los polos, rcspecto a la eircunfercnda inscrita, dc AP, 
BQ, CR son los pies dc las ])crpendiculares desde T a los lados dcl trián- 
gido determinado por los puntos de eontacto dc la circunferencia inscrita 
con los lados del triangulo ABC. 

3.6- 13 a) Utilícese el teorema 3.6.12. 

3.6-13 b) Utilícense la parte (a) y el problema 3.6-6 (a). 
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3.6- 14 Sean ABC y A'B'C' un par de triángulos conjugados. Supon- 
gamos que BC y B'C f se cortan en M y quc AA' corta a BC en N y a B'C' 
en N'. Entonces (por el teorema 3.6.10), (BCNM) =A'(C'B\MN) = 
(B'C'<N'M). Se deduce ahora que BB' , CC', ÀLV' son concurrentes. 

3.6- 15 Sean yl, 5, 5'; C, C' los tres pares de vértices opuestos dcl 
c.uadrilátero, y supongamos que A } A'- B , B' son pares dc puntos conjuga- 
dos respecto a la circunferencia. Sea A"B"C" el triángulo conjugado del 
ABC. Ahora B"C" pasa por A' y A"C" pasa por B'. Pero los triángulos ABC, 
A"B"C" son copolares (por el problema 3.6-14) y, por tanto, los lados 
correspondientes se encuentran en tres puntos colineales, dos de los cuales se 
ve que son A' v B'. Se deduce que C' debe ser cl terccr punto. Esto es, B"A" 
pasa por C', y C y C' son puntos conjugados. 

3.7- 5 a) Véase la demostración del teorema 3.3.6. 

3.7- 5 b) Véase la demostración del tcorema 3.3.5. 

3.7- 7 Utilícese el tcorema 3.7.4. 

3.7- 8 Utilícese el problema 3.7-7. 

3.7- 11 Generalícese la demostración del teorema 3.4.4. 

3.7- 13 Para la primera parte, gcncralícense las dcmostracioncs de los 
teoremas 3.4.10, 3.4.11, 3.4.12, 3.4.13. La segunda partc se dcsprende, pucs 
la intersección de dos “esferas” es una £i circunferencia”. 

3.7- 15 Inyîértase con respecto al }>unto dc c.ontacto de S L y S- 2 . 

4.1- 2 b) Sèsrn A el punto dado y BC cl segmcnto rcctilínco dado. 
Gonstrúyase, por la proposición 1, un triángúlo e(|uilátcro ABD. Tráccsc 
la circunferencia B(C) y supongajnos que DB prolongada cortc a esta cir- 
c'.unfercncia en G. Trácese ahora la circunfcrencia D(G) hasta (juc cortc a 
DA prolongada cn L. EJntonc.es, AL cs cl sogmento buscado. 

4.1- 3 E3s una cuestión de cxistencia; cxistc un triángulo rnaximo ins- 
crito en una circunfercncia, pcro no existe un númcro natural ináximo. 
Para complctar cl argumcnto o raxonamicnto I, debcmos dcmostrar cjiic 
existe un triángulo máximo inscrito cn una circunfcrencia. E1 ])roblcma 
ilustra la irnportancia en rnatcmáticas dc. los tcoremas do existencia. 

4.2- 5 Localíccse d punto por una intersccción de ciertas circunferen- 
cias de Apolonio. 

4.2- 7 Sean los ]>untos clados A y B, y las cue.rdas pedidas AC y BD. 
Sean E , F los puntos mcclios de AB y CD; sea O el centro de la circunfc- 
rencia. Entonces, F está en O(E) y cn E(s/ 2), donde s — AC + BD. 

4.2- 9 Localícese el vértice del ángulo por cl inctodo de los lugares 
geométricos. 

4.2- 11 Trácese una recta paralela a^ la dada y a una distancia de 
ésta igual al radio de la circunferencia. Sea P cl pie de la perpendicular 
desde el punto dado a la recta trazada. Tiiiicc.se ahora una circunferencia 
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tangente a îa paralela en P y que pase por el centro de la circunferen- 
cia dada. La circunferencia buscada es concéntrica con esta última. 

4.2- 13 Utilícese el problema 4.2-12. 

4.2- 15 Refléjese una de las curvas en la recta dada. 

4.2- 16 Utilícese el problema 4.2-15. 

4.2- 17 Sean ABC el triángulo buscado y D, E, F los puntos dados en 
los lados BC, CA } AB, respectivamente. Pongamos BD/DC = m/n, CE/EA 
= p/q y AF/EB = r/s. Hállese F^ en la recta FE de modo que FE/EF^ = 
q/p. Hállese luego F 2 en la recta F^D de modo que F^D/DF 2 = n/in . En- 
tonces, F 2 F estará sobre la recta >4F. Etc. 

4.2- 19 Supongamos que la recta y la directriz dadas se encuentran 
cn un punto O; trácese la recta detenninada por O y el foco dado, F. 
Tómese un punto de OF como centro y trácese una circunferencia tan* 
gente a la directriz. Utiîícesc ahora O como ccntro dc homotecia. 

4.2- 21 Tómese un punto D' de BA. Luego tómese E" sobre CA de 
inodo que CE" = BD' . Supongamos que la circunferencia D'(B) corte a 
la paralela BC que pasa por E" en E'. Txácese por E' una recta paralela 
a AC que corte a BA en A' y a BC en C' . Tenemos ahora una figura ho- 
motética de la figura deseada, con B como centro de homotecia. 

4.2- 22 Utilícese el problema 4.2-21. 

4.2- 23 Sométase C 2 a la homotecia H(0,k), dondc k — OPJOP 2 . 

4.2- 25 Utilícesc el problema 4.2-23. 

4.2- 29 Tómese un punto O en una de las circunfercncias y dcsigne- 
mos por Ct y C 2 las otras dos. Utilícese ahora el problema gcneral 4.2.5. 

4.2- 30 Sea (OP x ) (OP^) — ar. Inviértase C 2 en C' 2 en la circuiifcren- 
cia O(a). 

4.2- 31 Utilícese cl problcma 4.2-30. 

4.2- 33 Inviértase con respecto al punto dado. 

4.2- 35 Auméntese el radio de cada circunferencia en la mitad dc la 
distancia entrc dos de ellas, obteniendo en esta forma tres circunferencias 
dc las cuales dós son exteriormente tangentes. Inviértasc con respecto al 
punto de c.ontacto de estas dos circunferencias. 

4.3- 1 Sea À un punto arbitrario sobre m y A' el punto correspon- 
diente sobre m'. Supongamos que PA corte a m en A". Entonces la alinea- 
ción ( A") es homográfica de Ia (A J ). Si D es un punto doble de estas 
dos alineacioncs homográficas coaxiales^ PD es una recta pedida. 

4.3- 3 Unanse los vértices V y V' de los haces, y sobre VV' descríbase 
el arco circular que contenga al ángulo dado,* Supongamos que Ios rayos* 
correspondientes de los dos haces homográficos cortan a este arco en los 

* A este arco se le llama capaz. (N. del R.) 
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puntos P y P'. Buscamos los puntos dobles cîe las series de puntos homográ- 
ficas concíclicas (P) y (P 7 ). 

4.3- 9 Sea P el punto dado y m v n las rectas dadas. Sea A un punto 
c.ualquiera de m y supongamos que PA corte a n en A' Tómense las longi- 
tudes dadas. AB y A'B", sobre m y n, respectivamente, y supongamos que 
PB corte a n en B'. Búsquense los puntos dobles de las alineaciones homo- 
gráficas coaxiales (B') y (B"). 

4.3- 13 Sean ABC el triángulo daclo y P, Q, R los puntos dados. Sea 
A' un punto de BC. Hállese B' sobre CA de modo que el < A'RB' sea igual 
al primero de los ángulos dados; luego, hállese C/ sobre AB de modo que el 
<B'PC' sea igual al segundo de los ángulos dados; después determínese A" 
sobre BC de modo que el < C'QA" sea igual al tercero de los ángulos dados. 
Buscamos los puntos dobles de las alineaciones homográficas coaxiales (A r ) 
y (A"). 

4.3- 14 Sean P, Q, R los tres puntos dados y A un punto de la circun- 
ferencia. Trácese AP hasta que corte a la circunferencia nuevamente en B ■ 
después trácese BQ hasta que corte a la circunferencia de nuevo en C; lue- 
go trácese CR hasta que corte a la circunferencia nuevamente en A'. 
Busquemos los puntos dobles de las series de puntos homográficas concícli- 
cas (A) y (A'). Véanse los problemas 2.5-13 y 3.5-23. 

4.3- 15 Como çn el problema 4.3—14, inscríbase en la circunferencia un 
triángulo cuyos lado^ pasen por los polos de las rectas dadas, y luego trá- 
cense las tangentes a las circunferencias en los vértices de este triángulo. 

4.4- 1 b) Utilícense apìicaciones sucesivas de la parte (a). 

4.4-1 d) Caso 2. Hállese N sobre OM de modo que ON = n(OM) > 
(OD)/2. Por el easo 1, hállese N, el inverso de N en O(D). Finalmente, 
hállese M' de modo que OM' = n(ON'). 

4.4-1 a) Véase el problema 3.4-6 (a). 

4.4- 1 f) Véase el problema 3.4-6 (b). 

4.4- 2 Con los puntos A, B, C, D se puede, con compás euclidiano 
únicamente, obtener una circunferencia, k, cuyo centro no esté en AB ni 
en C(D). Ante una inversión respecto a k, la recta AB y la circunferencia 
C(D) se convierten en circunferencias cuyos centros se pueden determinar 
[por los problemas 4.4-1 (e) y (f)], y puntos de las cuales se pueden ha- 
llar [por el problema 4.4-1 (d)]. Estas circunferencias pueden trazarse, y 
hallarse sus intersecciones. Los inversos respecto a k de estas intersecciones 
son los puntos buscados, X y Y. 

4.4- 3 Con los puntos A, B, C, D se puede, con compás euclidiano 
únicamente, obtener una circunferencia, k, cuyo centro no esté en AB ni 
en CD. Ante la inversión respecto a k, las rectas AB y CD se transforman en 
ciicunferencias que pasan por el centro, 0> de inversión. Los centros 
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de estas circunferencias se pueden determinar [por los problemas 4.4-1 (e) 
y (f)] 3 y como pasan por O, dichas circunferencias pueden trazarse; el 
inverso respecto a k del otro punto de intersección de elìas es el punto 
buscado, X. 

4.4- 5 La circunferencia ABC es 3a inversa de la recta BC' respecto 
a la circunferencia A{B). En consecuencia. utilícese el problema 3.4^-6 (a). 

4.4- 7 Supongamos que se da el centro, O, de la circunferencia. Trá- 
cense A(C) y D(B) hasta que se corten en M. Trácese A(OM) hasta que 
corte a îa circunferencia dada en X, Y. Entonces, A, X, D, Y son los vér- 
tices de un cuadrado inscrito. La demostración es sencilla. 

4.5- 2 Caso 1. P no está en k. Trácense PAB, PCD que corten a k en 
A, B y C, D. Trácense AD, BC hasta que se corten en M. Trácense AC, 
BD hasta que se corten en N. Entonces,, MN es la polar buscada. 

Caso 2. P en k. Trácese por P una sec.ante, m, y sean R y S dos puntos 
cualesquiera de m, pero que no estén en k. Hállense las polares de r y s 
de R y S. Entonces r y s se cortan en M, el polo de m. PM es 3a polar 
buscada. 

4.5- 3 a)' Hállese, por el problema 4.5-2 5 la polar p de P, y suponga- 
mos que p corte a k en S y T. Entonces., PS y PT son las tangentes buscadas. 

4.5- 3 b) Hállese la polar p de P por el problema 4.5-2. O bien,, ins- 
críbase un hexágono, 123456, en k, donde 1=2 = P ; y utilícese el teo- 
rema del hexagrama místico de Pascal. 

4.6- 1 Considérese un cono oblicuo con base circular y vértice V. Exis- 
ten secciones circulares del cono que no son paralelaS a la base; sea c una 
de estas secciones. Una construcción con regla para hallar el centro de la 
base circular del cono conduciría, por la proyección desde V, a una construc- 

) ción con regla para el centro de c . Pero el centro de c no es la proyección 
desde V del centro de la base. 

4.6- 3 a) Tómense M y N, dos puntos de la circunferencia interior 
tales que MN no sea un diámetro de la circunferencía. Por el problema 
4.5-3 (b), trácense las tangentes a la circunferencia interior en M y en N. 
Tenemos ahora, en la circunferencia exterior, dos cuerdas bisecadas, en 
dos direcciones distintas. Podemos entonces (por el problema 4.5.1) cons- 
truir un paralelogramo con lados paralelos a dichas cuerdas. Utilícese luego 
el problema 4.6-2 (b). 

4.6-3 b) Sea P el punto de contacto. Trácense tres secantes cuales- 
quiera AA r , BB T , CC r que pasen por P, donde A, B, C están en una circun- 
ferencia y A r , B', C r en la otra. Entonces, BA es paralela a B r A r y BC es 
paralela a B r C r . Utilícese ahora el problema 4.6-2 (b). 

4.6-3 c) Supongamos que las dos circunferencias se corten en P y Ô« 
Trácense dos secantes, MQT y UQS, estando M y U en una circunferencia 
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y T y S en la otra. Luego trácense secantes TPV, SPN donde V y N están 
en la primera circunferencia. Entonc.es MN es paralela a VU. Obténgase 
análogamente otro par de rectas paralelas, y utilícese el problema 4.6-2 (b). 

4.6-5 a) Tómese un punto P de AB y con una rcgla de bordes parale- 
los trácese un par de rectas paralelas, PP' y MM', a una distancia igual a la 
anchura de la regla. MM' corta a ÁB en M. Trácese luego NN' paralela 
a PP' a una distancia igual a la anchura de la regia a partir de PP'. NN' 
corta a AB en N. Entonces P es el punto medio del segmento MN. 

,4.6-5 b) Utilícese el problema 4.5.1. 

4.6-5 c) Supongamos que P está en AB. Trácese por P una recta, 
P'P, y luego trácense M'M y N'N paralelas a P'P a una distancia igual a la 
anchura de la regla a partir de P'P. Trácese luego NN" sin cjue sea parale- 
la a P'P y a una distancia igual a la anchura de la regla desde P. NN" 
c.orta a M'M en R. RP es la perpendicular peclida. 

Suponganios que P no está en AB. Tómese un punto, Q, en AB y (por 
el caso anterior) trácese QR perpendicular a AB. Por la parte (b), trácese 
PT paralela a RQ. Entonces, PT es la perpendic.ular pedicla. 

4.6-5 d) Desígnese por k la anchura cle la regia. Tómese un punto C' 
y trácese C'D' paralela a CD. Tómese D' de modo que C'D' = k ; esto 
puecle hacerse levantando una perpendicular a C'D' en C' y utilizando 
luego la regla para obtener D'. Trácense CC' y DD' hasta cjue se corten 
en S. Trácese CLÌ'^paralela a CA hasta que corte a SA cn A'. Entonces 
trácese A'B' paralela a AB. Hemos reducido ahora el problema a acjue.l en 
que CD = k. Prosigamos, cntonces, con este caso especial. 

Tómese un punto P de AB exterior a la circunferencia C(D). Trá- 
cese PT a una distancia k de C; PT es entonces una tangente a C(D). 
Trácese CT perpendicular a PT. Trácense CR perpendicular a AB y TR 
perpendicular a PC . Por R trácense RX y RY a una distancia k de C 
hasta que corte a AB en los puntos pedidos, X y Y. La demostración es 
senc.illa. TR es la polar de P, en consecuencia, AB es la polar de R. Por 
tanto, como RX y RY son tangentes a C(D), X y Y son los puntos pedidos 
de intersección de AB y C(D ). 

4.6- 5 e) Podemos proccder como en los problemas 4.5.5 y 4.5.6. 

4.6- 9 Demostración I. Sea C una circunferencia en el interior de S 
y tal que G', A', R' estén en el exterior de C. Inviértanse G', A' en C, ob- 
teniendo G", A" en el interior de C. Hállese R" (también en el interior 
de C) y luego inviértase R" respecto a C para hallar R'. 

Demostración II. Tómese el punto P en el interior de S como centro 
de homotecia y constrúyase, a partir de G', A', el lugar geométrico G", A" 
homotético de G, A, pero que esté completarriente en el interior de S. Gons- 
trúyase ahora R" (también en el interior de S) y luego hállese R '. 
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4.6- 12 a) Utilícese el hecho de que la suma de la serie geométrîca 
infinita V 2 — 14 4- % ~ Via + * ■ * es %. Para otra solución euclidiana asin- 
tótica del problema de trisección véase el problema 4134. TJie American 
Maíhematical Monthly } cliciembre de 1945. 

4.6- 14 a) Trácese una circunferencia S sobre la esfera y márquense 
tres puntos A, B, C sobre dicha circunferencia. En un plano constrúyase 
un triángulo congruente al ABC, háliese su circunferencia circunscrita y 
obténgase luego el radio de %. Constrúyase un triángulo rectángulo que 
tenga el radio de % como uno de sus catetos y la cuerda polar de 21 como 
hipotenusa. Es fácil hallar ahora el diámetro de la esfera dada. 

4.6-14 b) Si d es el diámetro de la esfera y e el lado del cubo inscrito, 
entonces e = (d\J 3) /3, de donde e es un tercio de la altura del triángulo 
equilátero del lado 2 d. 

4.6-14 c) Si d es el diámetro de la esfera y e la arista del tetraedro 
regular inscrito, entonces e — (d\/6)/3, de donde e es la hipotenusa del 
triángulo rectángulo isósceles con su cateto igual a la arista del cubo ins- 
crito. Véase la parte (b). 

5.2- 1 En su movimiento 3 la recta sólo puede pasar sobre un vértice de 
P al mismo tiempo. 

5.3- 27 Sean AB y A'B' un par correspondiente de arcos congruentes 
sobre el límite de P. Podemos unir los extremos A y B del arco ÁB por 
una línea poligonal p de modo que la región K limitada por el arco AB 
y la línea p no contenga sino puntos interiores de P, mientras que la región 
congruente, K T , limitada por el arco A'B' y la îínea correspondiente 5 p', 
contenga sólo puntos exteriores de P. Cortemos la región K y coloquémosla 
sobre la K'. Haciendo esto para todos los pares correspondientes de arcos 
congruentes sobre el límite de P se convierte a P por disección en un polí- 
gono. Puede tratarse Q semejantemente. Podemos aplicar entonces los teo- 
remas 5.3.6 y 5.1.3. 

5.4- 4 Dicha disección se indica en la demostración del teorema 5.4.12. 

5.4- 5 Véase la demostración del teorema 5.4.12. 

5.4- 8 Consúltese un texto de geometría del espacio a nivel intermedio. 

5.4- 9 Consúltese un texto de geometría del espacio a nivel intermedio. 

5.4- 10 Consúltese un texto de geometría del espacio a nivel inter- 
medio. 

5.4- 11 a), b), c) Consúltese un texto de geometría del espacio a 
nivel intermedio, 

5.5- 1 Como (fig. 5.5a) los triángulos rectángulos DJE y GKF son 
congruentes, tenemos DJ ~ GK y JE = KF. Esto es suficiente para garan- 
tizar que la figura que se vuelva a formar sea un rectángulo R. Pero R 
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tiene que ser un cuadrado, va que un lado es la raíz cuadrada del área 
de R. 

5.5- 2 En la figura 5.5a, márquense E' y F r en los puntos medios de 
A'B' y jD'C'. Tómese E'G'ì^ 3-*(A'B'). Tómese F'H' = H'K' = E'G'. 

5.5- 3 Trácese el octágono regular y un cuadrado equivalente (figu- 
ra 5.5c). Con radio igual al apotema del octágono, trácese una circunfe- 
rencia concéntrica con el cuadrado, y márquense las intersecciones alterna- 
das de la circunferencia y el cuadrado con los puntos de corte A, B, C y D. 
E1 conjunto correspondiente de puntos en el octágono será el conjunto 
de los puntos medios, A' } B' } C' y D' } de los lados alternados. Gírese ahora 
la frontera A'B' de modo que A' y B' caigan sobre B y A. Etc. Los lados del 
octágono se convierten en rectas dc corte de las piezas del cuadrado, y 
los lados del cuadrado son las rectas de corte de las piezas del octágono. 

5.5- 6 Diséquese el cuadrado más pequeno del rectángulo en cuadra- 
dos como se muestra cn la figura 5.5e. Repítase el procedimiento. 

5.5- 7 Princípiese con los cuadrados sucesivos de lados 36, 25, 16, 
28, 33 alrededor del perímetro del rectángulo. 

5.5- 8 Un par de cuadrados de las esquinas diagonalmente opuestas 
son del mismo color, digamos rojo. Se deduce que en la pieza restante hay 
más cuadrados negros que rojos. Pero un dominó requiere un cuadrado 
de cada color. , 

5.5- 9 Véase, por ejemplo, págs. 199-207 de Maurice Kraitchik, Ma- 
thematical Recreations. 

5.5- 11 Empléese la inducción matemática. Véase el problema E 468, 
The American Mathematical Monthly } febrero de 1942. 

5.5- 14 a) Véase el problema E 1406, The American Mathematical 
Monthly } noviembre de 1960. 

5.5- 14 b) Véase V. E. Hoggatt, Jr. y Russ Denman, “Disección en isós- 
celes acutángulos de un triangulo obtusángulo”, The American Mathe- 
matical Monthly } noviembre de 1961, págs. 912-913. 

5.6- 2 Si los puntos coinciden, entonces i ~ j = 2kir para algún en- 
tero k. Pero, como ir es irracional, esto es imposible. 

5.6- 6 a) De hecho, R(0,d) convierte a z en z(cos 0 + i sen 6) — ze i0 . 

5.6-6 b) Utilícese la parte (a) y la inducción matemática. 

5.6-6 c) Si E x fì E 2 =^ft, entonces existen polinomios P y Q en e x , 
con coeficientes enteros, tales que Pe x — Q + 1. 

5.6- 6 d) Suponiendo lo contrario tenemos, por la parte (c), que 
e x satisface .una ecuación polinómica con coeficientes enteros. Pero esto es 
imposible, ya que e x es trascendente. 

5.6- 7 Sí, por la paradoja de Banach-Tapski. 


Geometrla, I.—29. 
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6.1-3 a) Desígnese el centro pedido de perspectividad por V. Enton- 
ces [por el problema 6.1-2 (a)] <AVC — — a y <DVF — 

<D'E'F' = (3. Para hallar V trácese sobre AC un arco de una circunfe- 
rencia que contenga al ángulo a y sobre DF (al mismo lado de l) un arco de 
circunferencia que contenga al J3. Como A, C, D, F están en el orden 
A, D, C, F, estos arcos deben cortarse; sea X dicha intersección. Gírese 
ahora X alrededor de la recta ADCF fuera del plano ir hasta una posi- 
ción V. EntonceSj si proyectamos el plano tt desde el centro V sobre un 
plano paralelo al plano de V y / el problema queda resuelto. 

6.1- 3 b) No necesariamente., sólo cuando los arcos circulares descri- 
tos en la solución de la parte (a) se corten. 

6.1- 4 Supongamos que AB y CD se corten en U : AD y BC en V\ 
AC y BD en W. Por el problema 6rl-3 ? proyéctese la recta UV al infinito 
y los ángulos VAU y LWM en ángulos rectos. 

6.1- 5 Trácese una recta que corte a los rayos del haz U[ABfiD) en 
( ab 3 cd ). Sea U' {A'B'>C'D') la proyección, ante una perspectividad,, del 
haz U(AB,CD) 3 y sea (a'b',c'd') la proyeccicSn de ( ab 3 cd). Entonces 
U(ABfiD) = (ab,cd) = (a'b'/d') = U'(A'B'JC'D'). 

6.1- 6 Sean V el centro de perspectividad y X y Y' los pies de las 
perpendiculares desde V sobre tt y ir'. Entonces ; las bisectrices del <XVY' 
cortan a tt y u' en los isocentros de perspectividad. Supongamos 5 por ejem- 
p\o, que la bisectriz interna del <XVY' corte a n y tt' en E y E'. Entonces 
XE y E'Y' se cortarán en el eje de perspectividad en un punto K } y EK — 
EK. Sean Jos lados de un ángulo en E íales que corten el eje de pers- 
pectividad en L y M. Entonces el <LEM se mapea en el <LE'M. Pero 
los triángulos LEM y LE'M son congruentes. Etc. 

6.1- 7 Las isorrectas son las reflexiones del eje de perspectividad en 
las rectas de fuga de los dos planos. 

6.1- 8 Proyéctese ABB'A en un cuadrado (por el problema 6.1-4). 

6.1- 9 b) Lá recta en el infinito. 

6.1-9 c) En sí misma; de hecho todo punto de la reeta b se mapea en 
sí mismo. 

6.1-9 d) Una recta paralela a las a y b. 

6.1-9 e) En sí misma. 

6.1-9 f) Una recta paralela a las a y b. 

6.1-9 g) Sea m una recta no paralela a las a y b. Entonces m corta a 
a y a b en los puntos U y V. m' es la recta que pasa por V y es paralela a OU. 

6.1-9 h) En O. 

6.1-9 i) Sea c una recta que pasa por la intersección de las a y b. 
OA corta a c en Q y QB corta a PO en P' . E1 mapeo de La Hire puede 
obtencrse de esta generalización proyectando la recta c al infinito. 
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6.1- 11 La expresión es una /i-expresión. 

6.2- 1 Véase el teorema 2.5.4. 

6.2- 3 Sean AB y CT tales que se corten en R. Entonces ; la polar 
de R pasará por C v por el conjugado armónico de R respecto a AB) y, cn 
consecuencia, es CD. Como R está en AB, se deduce que CD pasa por el 
polo de AB. 

6.2- 5 Si R es el polo de PQ, entonces la polar de U es la recta que 
pasa por R paralela a AB. 

6.2- 7 R, S, T están en la polar del punto de intersección de BC y AD. 

6.2- 9 a), b), c) La recta del infinito es tangente, corta y no corta 
a una parábola, una hipérbola y una elipse, respectivamente. 

6.2-9 e) Porque la polar del centro del paralelogramo es la recta 
del infinito. 

6.2- 9 f) Sea W el otro punto de intersección de CT con la ccunca. 

Entonces, {UW,TV) = -1. 

6.2- 11 b) Las diagonales del cuadrilátero formado por los puntos 
de contacto son diámetros (ya que sus polos están en el infinito) y, cn 
consecuencia, se bisccan; el cuadrilátero es, por tanto, un paralelogramo. 
Se dcduce que los polos de las diagonales del paralelogramo circunscrito 
están en el infini-to, v estas diagonales son, por consiguicntc., los diámctros. 

6.2- 11 c) Su'pôngamos que P y Q son dos puntos de la cónica y que 
V sea cl punto medio de PQ. Si C es el centro dc la cónica, CV es el diá- 
me.tro que biseca las cuerdas paralelas a PQ. Por tanto, CV y PQ son 
paralelas a un par de diámetros conjugados y, en consccuencia, son perpcn- 
diculares entre sí. Como PV = VQ, se deducc que CP = CQ , y todos ìos 
radios de la cónica son iguales. 

6.2- 13 a), b) Véase el problema 4.5-3. 

6.2- 15 a) Aplíquese el teorema de Brianchon al hcxágono AFBCDE. 

6.2-15 b) Scan cl cuadrilátcro ABCD y E y F los puntos de con- 

tacto dc los lados AB y DC. Aplíquese cl teorema dc Brianchon al hcxá- 
gono AEBCFD. 

6.2- 15 c) Consideremos quc el triángulo es ABC y sean D, E y F los 
puntos de contacto de los lados BC, CA y AB. Aplíquese el teorcma de 
Brianchon al hexágono AECDBF. 

6.2- 17 Apliquese el teorema de Carnot al triánguio ABC; o bien, 
proyéctese en una circunfcrencia y emplécnse las relaciones anarmónicas 
{BC,A,A 2 ) y {AC,B x B 2 ). 

6.2- 19 Sean AD, BE, CF tales que se cortcn cn G. Proycctese (vcase 
el teorema 6.1.7) la figura de modo que G s« convierta en el centroidc dc 
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ABC. Entonces, D, E y F son los puntos medios de BC } CA y AB , respec- 
tivamente, y A'D , B'E y C'F son diámetros de la cónica. 

6.3- 3 Desígnense los lados del hexágono por 1 ? 2, 3 3 4, 5, 6, y sea 
p la recta que une los puntos 61 y 34, q la que une los puntos 12 y 45, r la 
que une los puntos 23 y 56. Por el teorema 6.3.14 hay una sola cónica, c , 
propia tangente a 1, 2, 3, 4, 5. Sea 6' la otra tangente a c desde el punto 5r. 
Entonces, por el teorema de Brianchon aplicado al hexágono 123456', el 
punto 6'1 debe estar en p. Se deduce que 6 = 6'. 

6.3- 5 Sea ABC el triángulo. Supongamos que la paralela a BC que 
pase por un punto G corte a AB en C 2 y a AC en B ± ; que ]a paralela a CA 
que pase por G corte a BC en A 2 y a BA en C^; sean las rectas paralelas 
a AB que pasan por G tales que corten a CA en B 2 y a CB en A ± . Consi- 
dérese la /z-expresión. 

(ÂCi) ( AC 2 ) (.BÂ x ) (BÂ 2 ) (CB 0 (CB*),/ 

(Zb.) (Jb 2 ) (Sco (5c 2 ) (cI x ) (cl 2 ). 

Ahora (por el teorema 6.1.7) proyéctese ABC y el punto G en un triángulo 
y en su centroide. En esta figura proyectada la /z-expresión tiene el valor 1. 
Aplíquese ahora el problema 6.3-4. 

6.3- 9 Véase el problema 2.5-8. 

6.3- 10 Véase el problema 2.5-8. 

6.3- 11 Para O(T) = (P) =S(P). 

6.3- 13 Sean S y S' los puntos de contacto con c y c' de una tangente 
común a c y c'. Entonces S(P) = (/?) = S'(P). Pero S(S') corresponde 
a S'(S). 

6.3- 15 Para U(]K,LM) = U(AB,CD) = 7(i4fl,CD) = V(JK,LM). 

6.3- 17 Supongamos que ^4'C' corte a iL4 y BC en D y E, y que ^4C 
corte a y B'C' en D' y E'. Entonces (,4'C',D£) = B^'C'^C) = 
B'ÍA'C'AC) = (D'E',AC) . Por tanto, ,4'D', C'£", D4, £C son tangentes 
a una cónica tangente a ^4'C' y ^4C. 

6.3- 18 Sean los triángulos ^4BC y A'B'C' , donde A es el polo de B'C ', 
etcétera. Supongamos que BC y B'C' se corten en M y que ^4^4' corte a 
BC en N y a B'C' en N'. Entonces (véase el teorema 6.2.13), (BC,NM) = 
A'(C'B'\MN) ■= (B'C'^N'M). Puesto que M es autocorrespondiente, se 
deduce que PB', CC', W' (o bien, ^4^4') son concurrentes. 

6.3- 19 Sean ^4^4', BB' y CC' las diagonales de un cuadrilátero compîeto 
y supongamos que A y A' son conjugados, y que B y B' también son conju- 
gados. Sea A"B"C" la polar de ABC. Ahora bien, B"C" (que es la polar 
de A) pasa por A', y A"C" (que es la de B) pasa por B'. Pero los trián- 
gulos ABC y A"B"C" son copolares (por el problema 6.3-18), de donde 
sus lados correspondientes se cortan en tres puntos colineales, dos de los 
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cuales son evidentemente A f y B'. Se deduce quc G* debe ser el tercer punto 
de intersección. Esto es, B"A" pasa por C f , de donde C y C* son puntos 
conjugados. 

6.4- 9 Sea P el polo de p respecto a una cónica propia c, cuya recí- 
proca es la cónica propia c f . Desde un punto arbitrario 3 Q, de p, exterior 
a c, trácense las dos tangentes t y u a c. Desígnese PQ por q. Entonces 3 
(_ pq,tu ) = — 1. Ahora bien, si P*, Q f , T f , U f , q f , p f son los recíprocos de 
p, q, t, u, Q, P, se deduce que P', Q', T', U' están en q' y {P'Q',T f U f ) — 
— 1. Pero T f , U f son puntos de c f . En consecuencia, Q' está en la polar 
de P f respecto a c f . Pero Q f está en p'. Por tanto, p' y la polar de P' con 
respecto a c f coinciden ambas con el lugar geométrico de Q' y, por consi- 
guiente, son idénticos. Se deduce que p f es la pglar de P f respecto a la 
cónica c f . 

6.4- 10 Utilícese el problema 6.4-9. 

6.4- 11 Un hexágono se inscribe en una cónica si y sólo si los puntos 
de intersección de los tres pares de lados opuestos son colineales. 

6.4- 13 a) Sea c la cónica propia que pasa por A, B, C, D y E . Por 
el teorema de Pascal hállese A f , en que PA corta a c nuevamente. Análo- 
gamente hállese B', donde PB corta a c de nuevo. Supongamos que AB' y 
A'B se corten en U y que AB y A'B' se corten cn V. Entonces, UV es la polar 
buscada. 

6.4- 13 b) Dualícese la construcción de la parte (a). 

6.4- 15 a) Supongamos que A se desplaza sobre 3a recta / y L es el 
polo de l respecto a la primera cónica. Entonces, a pasa por L. Sea V la polar 
de L respecto a la segunda cónica. Entonces, A f cstá en /'. 

6.6- 1 Utilícese el teorema 6.6.2. 

6.6- 3 (3û6V3)/4. 

6.6- 4 (‘ hrK\/3)/9. 

6.6- 5 Cada uno de los diámetros perpendiculares de una circunfercn- 
cia biseca todas las cuerdas paralelas al otro. 

6.6- 7 Utilícese el problema 6.6-5. 

6.6- 13 Proyéctese ortogonalmente 3a elipse cn una circunferencia, de 
centro O f , digamos. Entonces, la circunferencia sobre 0'T f como diámetro 
pasa por P', Q', V', de donde <T f V'Q f = <T'P'Q f . Etc. 

6.6- 16 ûò(V3- tt/2). 

6.6- 17 Las rectas trazadas desde un punto de una elipse paralelas 
a los diámetros de dicha elipse que bisecan los lados de un triángulo ins- 
crito cortan a los lados respectivos de dicho triángulo en tres puntos 
colineales. 
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6.6- 19 Una cuerda ; AQ, de una elipse corta al diámetro de la elipse 
conjugado del diámetro que pasa por A en el punto R) CP es el radio de la 
elipse paralelo a AQ. Entonces ; (AQ) (AR) = 2 (CP) 2 . 

6.6- 20 Considérense primero los triángulos cuyas bases están en Ja 
rectà de intersección de los dos planos. 

7.1- 1 Para deducir el quinto postulado de Euclides ; cortemos AB y 
CD por la transversal ST, y supóngase que <BST + DTS < 180°. 
Por S trácese QSR, formando <RST + <DTS = 180°. Ahora aplíquese, 
a su vez ; I 28 ; el postulado de Playfair e ï 17. 

7.1- 3 Consúltese Wolfe ; Introduction to Non-Euclidean Geometry, 
págs. 21-23. 

7.1- 4 Hágase el mismo experimento y razonamiento sobre un trián- 
gulo esférico ; utilizando un arco de círculo máximo en lugar de una regla. 

7.1- 10 Consúltese un texto de geometría del espacio de nivel inter- 
medio. 

7.1- 13 b) Sea ABC un triángulo cuya suma de sus ángulos es ■igual a 
dos rectos, Si ABC no es todavía rectángulo isósceles ; trácese la altura BD. 
S.i ninguno de los triangulos resultantes es rectángulo isósceles ; márquese 
sobre el cateto mayor de uno de ellos un segmento igual al cateto menor. 
Por la parte (a) ; el triángulo rectángulo isósceles resultante tiene la suma 
de sus ángulos igual a dos rectos. Juntando dos de tales triángulos rectán- 
gulos isósceles congruentes ; se puede formar un cuadrilátero que ' tenga 
todos sus lados iguales y todos sus ángulos rectos. Agrupando cuatro cua- 
driláteros congruentes de este tipo ; se puede formar un cuadrilátero mayor 
de la misma clase. Repitiendo la última construcción un número sufi- 
ciente de veces, se puede obtener un cuadrilátero del mismo tipo que tenga 
sus lados de longitud mayor que un segmento dado. Una diagonal de este 
último cuadrilátero dará un triángulo rectángulo isósceles del tipo deseado. 

7.1- 13 c) Sea ABC un triángulo rectángulo, cuyo ángulo recto está 
en C. Por la parte (b) ; existe un triángulo rectánguîo isósceles ; DEF, 
con su ángulo recto en E, cuya suma de sus ángulos es igual a dos rectos 
y sus catetos son mayores que cualquiera de los del triángulo ABC. Ahora 
prolónguese CA y CB hasta A r y B', respectivamente ; de modo que CA r = 
CB f = ED. Entonces los triángulos DEF y A'CB' son congruentes. Trácese 
A'B, y aplíquese la parte (a) aì triángulo A'CB'. La extensión a cualquier 
triángulo ABC se logra ahora fácilmente dividiendo ABC en dos trián- 
gulos rectángulos por una de sus alturas. 

7.1- 14 Véase Wolfe ; Introduction to Non-Euclidean Geometry, pá- 
ginas 23-24. 

7.1- 15 Véase Wolfe ; Introduciion to Non-Euclidean Geometry, pág. 25. 

7.2- 1 Trácese PQ perpendicular a AB y utilícese cl teorema 7.2.4. 
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7.2- 3 Utilícese el teorema 7.2.11. 

7.2- 5 Trácese A'E' paralela a B'D' y utilícese el teorema 7.2.12. 

7.2- 7 Utiiícese el teorema 7.2.12. 

7.2- 9 a) h — log ctg[n(A)/2]. 

7.3- 3 Si AD > BC y tómese AE — BC sobre AD. Entonces, <BCD > 
<5C£ = <AEC > <i4DC. Etc. 

7.3- 5 Trazando la recta que une los puntos mcdios de la cima y la 
base 5 y aplicando el problema 7.3—3, vcmos que la cima es mayor quc la base. 

7.3- 7 Sea ABCD el cuadrilátero de Saccheri dado, con basc AB . Sean 
E y F los puntos mcdios dc AD y BC y sean G y H los puntos medios de 
AB y DC. Entonces, ABFE es un cuadrilátero de Saccheri. Por consiguicn- 
te, GH , que es perpendicular a AB en G, tiene que ser perpendicular a EF. 
La segunda parte del problema se deduce ahora del tcorema 7.3.14. 

7.3- 9 En caso contrario, la suma dc los ángulos del triángulo sería 
igual o cxcedería a 180°. 

7.4- 12 Por el teorema del hcxagrama místico de Pascal. 

7.4- 13 Esto es una consecuencia scncilla dcl teorema dcl hcxagrama 
místico de Pascal. 

7.5- 3 a) Aplíquese la transformación al segmcnto AB , tomando O 
como centro y êl <BOC como ángulo. Entonc.es B se mapeará a C y A a 
D\ donde <AOD' = <BOC y AD' es perpendicuìar a OD'. Por tanto, 
el segmento AB se mapea al segmento D'C, y el scgmento OA aì OD'. 
Pero el ángulo rccto OAB , un lado del c.ual pasa por cl ccntro O, debcrá 
mapearse en un ángulo rccto, un lado del c.ual pasa por O. Se deducc quc 
<OD'C = 90°. Etc. 

7.5- 3 b) OABC es concíclico y <OAC --- <OBC. 

7.5- 4 a) Scan ABC y DEF ángulos planos de un ángulo diedro y sea 
O el j^unto mcdio de BE . Constrúyase cl <A'EC' } la imagen del <ABC 
cn la reflexión R(O). Lucgo <A'EC = <ABC. Ahora bìen, <A'EO es la 
imagen de <ABO en R(O) ; por consiguicnte, A'E cs'perpcndicular a EO. 
Se deduce que A ', E, D son colincales. Análogamcnte, C', E, F son coli- 
nealcs, y <A'EC' = <DEF. 

8.1-3 La verificación de los cuatro primcros postulados presenta poca 
dificultad. Para verificar el quinto postulado es sufieicnte demostrar que or- 
dinariamente dos rectas que se cortan, cada una dcterminada por un par de 
puntos restringidos, se cortan en un punto restringido. P2sto puede lograrse 
demostrando que la ecuac.ión de una recta acterminada por dos puntos quc 
tengan coordenadas racionales ticnc coeficientes racionales, y que dos rectas 
de cstas, si sc cortan, han de cortarse en ui^ punto que tenga coordenadas 



456 


SUGERENCIAS PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS 


racionales. Para la última parte del problema, considérese la circunferencia 
unidad con centro en el origen, y îa recta que pase por el origen cuya 
pendiente sea uno. 

8.1- 5 a) Supongamos que la recta entra al triángulo por el vérti- 
ce A. Tómese un punto cualquiera U de la recta y que esté en el interior 
del triángulo. Sea V un punto del segmento AC, y trácese la recta VU. 
Por el postulado de Paschg VU (1) cortará a AB , o (2) cortará a BC, 
o (3) pasará por B. Si VU corta a AB, desígnese el punto de intersección 
por W y trácese WC; aplíquese ahora el postulado de Pasch, sucesiva- 
mente, a los triángulos VWC y BWC. Si VU corta a BC, represéntese el 
punto de intersección por R; ahora aplíquese el postulado de Pasch al trián- 
gulo VRC. Si VU pasa por B, aplíquese cl postulado de Pasch al triángu- 
lo VBC. 

8.2- 5 a) —2 Sean los tres puntos A, B, C v sea T un movimiento que 
mapee a A en A', a B en B' y a C en C'. Represéntese el inverso de T por 
T~\ Sea R un movimiento efectivo que deje a A y a B fijos. Ahora consi- 
dérese la resultante de los tres movimientos T” 1 , R, T, hechos en este orden. 

8.2-5 b) —1 Sea la esfera con centro en A tal que pase por B, y sea P 
un punto de la esfera. Sea T el movimiento que mapea a A en A', B en B', 
P en P f . Represéntese el inverso de T por T" 1 . Sea S un movimiento que 
dejc a A fijo, pero que mapee a B en P. Ahora considércse la resultante de 
los tres movimientos T~ J , R, T, hechos en este orden. 

8.2- 5 c) Pic.ri dice que AC es perpendicular a AB si existe un movi- 
miento quc dejc a A y a B fijos pero mapee a C en otro punto de la 
recta CA. 

8.2- 7 d) Para demostrar la congruencia de los lados restantes, em- 
plcese îa reducción al absurdo . 

8.2- 9 a) Sca h un ángulo de cuerno para el que 6 — 0, y sea h f 
cualquicr ángulo de c.uerno en el que 9 > 0. Entonces, para todo entero 
positivo n, tenemos nh < h'. 

8.2-9 d) Si a = a' y k = k', Inigase M = M'; si a > a', hagase M > 
M'\ si a~ a' pcro k > h', hágase M > M'. Defínase M' = nM si y sólo si 
a' = na, kf — nk. 

8.2- 9 f) Vcase Ia parte (e) ■ 

8.2- 10 Huntington hacc ]as. siguientes definiciones: una esfera que 
no incluye ninguna otra esfera se llama punto. Si A y B son dos puntos, el 
segmento [. ÂB ] es la clase de todos los puntos X tales que toda esfera que 
incluya a A y a B también incluye a X. La extensión de [AB] mas allá de A 
es la clase de todos los puntos X tales que [BX] contenga a A; análoga- 
mente, la extensión de [AB] más allá de B, es la clase de todos îos puntos X 
tales que [AX] contenga a B. E1 rayo AB es ìa clase de todos los puntos 
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que pertenecen a [AB\ o a la extensión de [AB\ más allá de B. La recta AB 
es la clase de todos los puntos que pertenecen a [AB\ o a una de sus exten- 
siones, 

8.3- 4 Interprétense las abejas como seis personas, A, B, C, D, E , F, y 
las cuatro colmenas como los cuatro comités (A,B,C), (A,D,E), (B,F,E) 
y ( C,F,D). O bien, interprétense las abejas y las colmenas como seis árbo- 
les y cuatro hileras de árboles, respectivamente, formando los vértices y los 
lados de un cuadrilátero completo. 

8.3- 5 b) Para demostrar la independencia de P2, interprétense las 
abejas y las colmenas como cuatro árboles y cuatro hileras de árboles for- 
mando los vértíces y los lados de un cuadrado. Para demostrar la indepen- 
dencia de P3, interprétense las abejas como cuatro árboles situados en los 
vértices y en el pie de una altura del triángulo equilátero y las colmenas 
como las cuatro hileras de árboles sobre los lados y la altura del triángulo. 
Para demostrar la independencia de P4, interprétense las abejas y las col- 
menas como tres árboles y tres hileras de árboles formando los vértices 
y los lados de un triángulo. 

8.3- 6 Véase Eves y Newsom, An Introduction to the Foundations and 
Fundamental Concepts of Mathematics , Sec. 6.2. 

8.3- 10 Interprétense los elementos de S como un conjunto de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares de referencia que son paralelas entre sí, y 
supongamos que b*F a significa que el origen del sistema b está en el primer 
cuadrante del sistema a. O bien, interprétense los elementos de S como el 
conjunto de todos los pares ordenados de números reales (ry) y suponga- 
mos que ( m,n) F (u,v) significa que m > u y n > v. 

8.7-6 a) Considérese, por ejemplo, el triángulo ABJ. Las alturas desde 
A, B y / son las rectas ASGYM, RKIBY, EJOTY, que concurren en Y. 
Los puntos medios de los lados AB, BJ y AJ son D, P y R, respectiva- 
mente. Las tres mediatrices de los lados son DINSX, IVOCP, RKIBY, que 
concurren en I. Las tres medianas son WKDQJ, AFKPU, RKIBY, que con- 
curren en K. Obsérvese que K divide la mediana AP en la razón 2:1, 
porque AF es congruente a FK y KP, y K divide la mediana BR en la 
razón de 2 : 1, porque BI es congruente a IK y KR. Obsérvese también que 
los puntos Y, I, K son colineales, en la recta RKIBY, y que K divide a YI 
en la razón 2:1. 
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